
Calcul Différentiel

Exercice 1 Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0, 0) :

• f(x, y) = x5−y5

x2+y2
.

• f(x, y) = xy(x2−y2)
x4+y4

.

Exercice 2 Soit f la fonction définie sur R×R par :

f(x, y) =


x3−y3

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

(1)

1. Montrer que la fonction f est continue sur R2

2. Montrer que la fonction f est de classe C1 sur R2 \{(0, 0)} et calculer

ses dérivées partielles.

3. Calculer ∂f
∂x (0, 0) et ∂f

∂y (0, 0)

4. la fonction f est-elle de classe C1 sur R2

Exercice 3 Soit f :R2 → R définie par f(x, y) =


xy(x2−y2)
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Calculer ∂f
∂x (0, 0), ∂f∂y (0, 0), ∂2f

∂y ∂x(0, 0) et ∂2f
∂x ∂y (0, 0) . Que peut-on déduire

de ces calculs ? (f est-elle de classe C2 ?)

Exercice 4 Soit f la fonction définie sur R×R par :

f(x, y) =

 x(1− y) si x 6 y

y(1− x) si x > y

(2)
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On appelle ∆ = {(x, y) ∈ R2, x = y}

1. Montrer que la fonction f est de classe C1 sur R2 \∆

2. Montrer que la fonction f n’admet pas de dérivées partielles en un

point (a,a) de ∆.

D’après Mines-Ponts PC

Exercice 5 Soit f la fonction dnie sur R×R par :

f(x, y) =

 (x2 + xy)sin
(
1
x

)
si x 6= 0

0 si x = 0
(3)

1. Montrer que la fonction f est continue sur R2

2. Montrer que la fonction f admet des dv partielles suivant x et y en

(0,0). Les drminer.

3. Soit y0 6= 0. La fonction f admet-elle une dvartielle suivant x en

(0, y0) ?

D’aprcole de l’Air PC

Exercice 6 Soit f l’application de R2 dans R définie par :

f(x, y) =


(x2 + y2)sin

(
1√

x2+y2

)
si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon

(4)

1. Vérifier que la fonction f est continue sur R2.

2. La fonction f est-elle de classe C1 sur R2 ?

3. Montrer l’existence et calculer la valeur de ∂2f
∂x∂y (0, 0).

D’après Centrale-Supélec MP

Exercice 7 On considère l’application f de R2 dans R2 définie par :

f(x, y) =
(
x2y, x2 + y2

)
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1. Montrer que f est de classe C1 sur R2

2. Calculer sa matrice jacobienne.

Exercice 8 Soit ψ : R2 → R
2 définie par :

ψ(x, y) = (x− y, x+ y)

• Montrer que ψ est un C1 difféomorphisme.

• Soit f une fonction de classe C2 de R2 dans R . Dt́erminer :

∂(f ◦ ψ)

∂x
et
∂(f ◦ ψ)

∂y

Exercice 9 On note U = R
∗
+ × R. Déterminer toutes les fonctions f de

classe C1 sur U telles que

∀(x, y) ∈ U, x2 + y2 +

(
x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y)

)
f(x, y) = 0

On utilisera le changement de variables (x = rcosθ, y = rsinθ)

Exercice 10 (Ellipse) On note U = {(x, y) ∈ R2, x < y}. Déterminer

toutes les fonctions f de classe C1 sur U telles que

∀(x, y) ∈ U, x
∂f

∂x
(x, y)− y∂f

∂y
(x, y) = x2 − y2

On utilisera le changement de variables (u = x+ y, v = xy)

D’après Centrale-Supélec MP

Exercice 11 En travaillant en coordonnées polaires, résoudre sur l’en-

semble = R∗
+ ×R les q́uations suivantes :

• x∂f
∂x (x, y)− y ∂f

∂y (x, y) = (x2+y2)
3
2

x2

• x∂f
∂x (x, y)− y ∂f

∂y (x, y) = f(x, y)

Exercice 12 A l’aide d’un changement de variables défini par u = xy

et v = x
y , déterminer toutes les fonctions f de classe C2 sur U = (R∗

+)2,

solution de l’équation aux dérivées partielles :

x2
∂2f

∂x2
(x, y)− y2∂

2f

∂y2
(x, y) = 0
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Exercice 13

1. Déterminer la différentielle en a = (3, 2) de la fonction définie sur

R
∗
+ ×R par f(x, y) = xy. En déduire le développement limité de f à

l’ordre 1 au voisinage du point a.

2. Déterminer le développement limité à l’ordre 2 en ce même point.

Exercice 14 Déterminer les extrema locaux de la fonction f définie par :

f(x, y) = x4 + y4 − (x− y)2

Exercice 15

Extrema de f : (x, y) 7→ (y − x)3 + 6xy

sur ∆ : −1 6 x 6 y 6 1

Exercice 16 Soit f la fonction définie sur R2 − {(0, 0)} par :

f : (x, y) 7→ xyln(x2 + y2)

Montrer que f est prolongeable par continuité en (0, 0). Déterminer ses ex-

trema.
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