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1 Produit scalaire 3

Dans tout le chapitre E désigne un R-espace vectoriel de dimension .

1 Produit scalaire
Définition 1.1 Une application φ : E×E→ R est appelée un produit scalaire sur E si elle vérifie
les quatre propriétés suivantes :

1. φ est bilinéaire :
∀(x,y,z) ∈ E3 , ∀λ ∈ R , φ(λx+ y,z) = λφ(x,z)+φ(y,z) et
φ(z,λx+ y) = λφ(z,x)+φ(z,y) .

2. φ est symétrique : ∀(x, y)∈ E2, φ (x , y) = φ (y , x)
3. φ est définie : ∀x∈ E, φ (x , x) = 0⇔ x = 0E .
4. φ est positive :∀x∈ E, φ (x , x) ≥0 .

R Notation : Souvent le produit scalaire φ (x , y) de x et de y est noté :〈x|y〉 , 〈x,y〉 ou encore
plus simplement x.y.

� Exemple 1.1 Les produits scalaires suivants sont dits produits scalaires usuels sur E :

1. E = Rn, 〈x|y〉=
n
∑

i=1
xiyi =

tXY où X et Y sont les vecteurs colonnes de x et de y .

2. E = Ck ([a,b] ,R), 〈 f |g〉=
b∫
a

f (t).g(t)dt .

3. E = l2(N,R) c.à.d. l’ensemble des suites réelles u = (un) telles que la série ∑u2
n soit conver-

gente ; 〈u|v〉=
+∞

∑
n=0

unvn.

4. E = Mn(R) , 〈A|B〉= Tr(tAB)
�
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Définition 1.2 Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire 〈 | 〉 est applé un espace préhil-
bertien réel . On note (E,〈 | 〉).

Proposition 1.1 — Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit (E,〈 | 〉)un espace préhilbertien réel .
∀(x, y)∈ E2., on a :
|〈 x| y〉| ≤

√
〈 x| x〉

√
〈 y| y〉 (C’est l’Inégalité de Cauchy - Schwartz )

il y a égalité si, et seulement si l’un des deux vecteurs est nul ou les deux sont liés.
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� Exemple 1.2 Appliquer cette inégalité à chacun des espaces Rn et Mn(R) munis de leurs produits
scalaires usuels. �

Définition 1.3 — Norme sur E. L’application ‖.‖ : E → R+ est appelée une norme sur E si elle
vérifie les propriétés suivantes :

1. ∀(x,y) ∈ E×E ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ Inégalité triangulaire.
2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ E ‖λx‖= |λ |‖x‖ Homogénéïté.
3. ∀x ∈ E, ‖x‖= 0 ⇔ x=0 Séparation.

� Exemple 1.3 1.
‖.‖1 : E → R+

x 7→
n
∑

i=1
|xi|

‖.‖2 : E → R+

x 7→
√

n
∑

i=1
x2

i

‖.‖
∞

: E → R+

x 7→ Sup1≤i≤n (|xi|)
�
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Définition 1.4 — Norme euclidienne associé à un produit scalaire :. (E,〈 | 〉) un espace
préhilbertien. On vérifie que l’application :

‖.‖ : E → R+

x 7→
√
〈x|x〉

est une norme. C’est la norme euclidienne associé au produit scalaire 〈 | 〉.

� Exemple 1.4

‖.‖2 : Rn → R+

x 7→
√
〈x|x〉=

√
n
∑

i=1
x2

i

‖.‖ : Mn(R) → R+

A 7→
√
〈A|A〉=

√
Tr(tAA)

�
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Proposition 1.3 — Quelques formules utiles.. Soit (E,〈 | 〉) un espace préhilbertien, et ‖‖ la
norme euclidienne associée. Pour tout (x, y)∈E2 :

1. ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 +2〈x,y〉+‖y‖2

2. ‖x− y‖2 = ‖x‖2−2〈x,y〉+‖y‖2

3. 〈x|y〉= 1
2

(
‖x+ y‖2−‖x‖2−‖y‖2

)
Identité de polarisation 1.

4. 〈x|y〉= 1
4

(
‖x+ y‖2−‖x− y‖2

)
Identité de polarisation 2.

5. ‖x+ y‖2 +‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 +‖y‖2

)
(égalité du parallélogramme)
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2 Orthogonalité
(E,〈 | 〉) un espace préhilbertien

Définition 2.1 — éléments orthogonaux , parties orthogonales. — Deux vecteurs x et
y de E sont dits orthogonaux si, et seulement si 〈 x| y〉= 0. On note x⊥y .

— Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si elle est constituée de vecteurs
orthogonaux deux à deux.

— Une famille de vecteurs de E est dite orthonormale si et seulement si pour tous x et y de
cette famille, 〈 x| y〉 = 0 si x 6= y ou 〈 x| y〉=1 si x=y. Un vecteur x vérifiant 〈 x| x〉=1
est dit unitaire.

— Soit A une partie de E. x est dit orthogonal à A si x est orthognal à chaque élément de A.
L’ensemble des éléments orthogonaux à A est noté A⊥ et il est appelé l’orthogonal de A :

A⊥ = {x ∈ E, ∀a ∈ A 〈x|a〉= 0} .

— Deux parties A et B de E sont dites orthogonales si et seulement si ∀(x,y)∈A×B, 〈 x| y〉=
0. On note A⊥B.

— {0}= E⊥ et E = {0}⊥.
— Si A et B sont orthogonales alors A⊂ B⊥ et B⊂ A⊥.

� Exemple 2.1 Soit E = C2π (R), l’ensemble des fonctions continues 2π-périodiques muni du

produit scalaire 〈 f |g〉=
2π∫
0

f (t).g(t)dt. Et, soient A et B des parties définies par :

A =Vect(x→ cosnx)n∈N et B =Vect(x→ sinnx)n∈N sont orthogonales. .
.
.
.
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.

1. La partie A est-elle une famille orthogonale? même question pour B.
2. A et B sont-elles deux parties orthogonales?

�

Proposition 2.1 — un résultat pratique :. Soit (ei)i∈I une famille de vecteurs de E.
x un vecteur de E est orthogonal à F =Vect(ei)i∈I si et seulement si x est orthogonal à chacun

des vecteurs ei, ∀i ∈ I.

.
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Proposition 2.2 — Théorème de Pythagore.. (E,〈 | 〉) un espace préhilbertien
— Cas de 2 vecteurs : x et y sont deux éléments de E, on a : 〈 x| y〉 = 0 ⇔ ‖x+ y‖2 =
‖x‖2 +‖y‖2.

— Cas de plusieurs vecteurs : soit (xi)i=1,...,n une famille orthogonale finie. ‖x1 + ...+ xn‖2 =

‖x1‖2 + ...+‖xn‖2

.
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Proposition 2.3 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre
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.

Proposition 2.4 — Propriétés de l’orthogonal d’une partie.. Soient E un espace préhilbertien
réel , A et B deux parties de E.

— A⊥ = {x ∈ E, ∀a ∈ A 〈x|a〉= 0}est un sous espace vectoriel de E .
— A⊂ A⊥⊥

— A⊂ B⇒ tB⊂ tA

.
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Proposition 2.5 — Propriétés de l’orthogonal d’un sous espace vectoriel.. Soit (E,〈 | 〉) un
espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E. On a :

F⊥est un sous espace vectoriel de E et F ∩F⊥ = {0}. Autrement dit, on a la somme directe
F⊕F⊥.

.
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Proposition 2.6 — Somme directe orthogonale.. Si F1, ...,Fp sont p sev deux à deux orthogo-
naux, alors la somme F1 + ...+Fp est une somme directe.
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3 Bases orthnormales

Théorème 3.1 — Procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Soit E un espace préhilbertien
réel et (ei)1≤i≤n une famille libre de E, alors il existe une famille orthonormale (εi)1≤i≤ntelle
que :

∀p ∈ [[1,n]] ,


vect (e1, . . . ,ep) = vect (ε1, . . . ,εp)
〈ep|εp〉> 0
〈εp|εp〉= 1

.
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D’où l’algorithme d’orthonormalisation suivant :

ε1 =
e1

‖e1‖
et ∀k > 2 εk =

ek−
k−1
∑
j=1

〈
ek|ε j

〉
ε j

‖ek−
k−1
∑
j=1

〈
ek|ε j

〉
ε j‖

� Exemple 3.1 On considère l’ensemble E =C0 ([0,1] ,R) sur lequel on définit le produit scalaire
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〈 f |g〉=
1∫
0

f (t).g(t)dt. Orthonormaliser la famille (ei)0≤i≤2 de E où ei : x 7→ xi
�
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Corollaire 3.2 — Existence de base orthonormale. — Tout sous espace vectoriel de di-
mension finie d’un espace préhilbertien admet une base orthonormale.

— Tout espace euclidien admet une base orthonormale.
— Toute famille orthonormale d’un espace euclidien peut être complétée en une base ortho-

normale de cet espace.
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Proposition 3.3 — Expression dans une base orthonormale. .

Soit (F,〈 | 〉) un espace euclidien et (εi)1≤i≤nune base orthonormale de F ;

— ∀x ∈ F, on a : x =
n
∑

i=1
〈x|εi〉εi.

— ∀(x,y) ∈ F2, on a : 〈x|y〉=
n
∑

i=1
〈x|εi〉〈y|εi〉= tXY . Si X et Y désignent les vecteurs colonnes

de x et de y.
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4 Projection orthogonale sur un sous espace vectoriel de dimension finie
(E,〈 | 〉)désigne un espace péhilbertien réel.

Proposition 4.1 Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et soit (εi)1≤i≤nune base

orthonormale de F. Alors : ∀x ∈ E, x−
n
∑

i=1
〈x|εi〉εi ∈ F⊥.
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Proposition 4.2 Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et soit (εi)1≤i≤n et

(ξi)1≤i≤ndeux bases orthonormales de F. Alors ∀x ∈ E, on a :
n
∑

i=1
〈x|εi〉εi =

n
∑

i=1
〈x|ξi〉ξi
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Théorème 4.3 — projecteur orthogonal.. Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel et F un
sev de dimension finie n, muni d’une base orthonormale (εi)1≤i≤n.

L’application de E définie par :

pF : E → E x 7→ pF (x)=
n
∑

i=1
〈x|εi〉εi
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est un projecteur, dit projecteur orthogonal, dont l’image est F et dont le noyau est F⊥ . On dit
aussi que pF est une projection orthogonale sur F parallèlement à F⊥
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Proposition 4.4 Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel et F un sev de dimension finie de E,
alors on a :

1. E = F⊕F⊥ .
F⊥est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

2.
(
F⊥
)⊥

= F
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� Exemple 4.1 Soit E = R2[X ], on définit (./.) sur E par :

(P/ Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(-1)Q(-1).

1. Vérifier que (./.) est un produit scalaire euclidien sur E.
2. Déterminer une base orthonormée (P1, P2, P3) de E avec deg(Pk) = k.

�
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5 Distance d’un vecteur à un s.e.v de dimension finie.

Théorème 5.1 Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel, F un sev de dimension finie et x un
élément de E.

L’application ϕ

{
F → R
f 7→ ϕ( f ) = ‖x− f‖ admet un minimum. Ce minimum est réalisé unique-

ment pour f= pF(x) .
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Définition 5.1 Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel, F un sev de dimension finie. Pour tout
vecteur x de E, on appelle distance de x à F, le réel

d(x,F) = inf
y∈F
{‖x− y‖}= ‖x− pF‖

.
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Proposition 5.2 Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel, F un sev de dimension finie. Pour tout
vecteur x de E, on l’égalité : ‖x‖2 = ‖x− pF(x)‖2 +‖pF(x)‖2 = d(x,F)2 +‖pF(x)‖2
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Théorème 5.3 — Inégalité de Bessel. Soit (E,〈 | 〉) un espace péhilbertien réel, et soit (εi)1≤i≤nune
famille orthonormale de E. Pour tout x de E, on a l’inégalité, dite de Bessel, suivante :

n

∑
i=1
〈x|εi〉2 ≤ ‖x‖2
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