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Courbes paramétrées

On suppose dans cette partie que le plan euclidien R? est muni d’un repére orthonormé (0,7, J)

Généralités
Définition 1.1 — Une courbe paramétrée ¥ de classe C¥ (k un entier > 1) est une une application
vectorielle
Y ICRSRE, 1o y()=x()T +y(0) 7

définie sur un intervalle I de R , & valeurs dans R? et o1 x et y sont des fonctions de I — R de
classe C*.

— On appelle support de la courbe paramétrée 1’ensemble, &, des points du plan euclidien de
R? défini par :

¢ ={M(x(1),y(t)), tel}

On dit dans ce cas que I’application (/,7y) est un paramétrage du support ¢

— il ne faut pas confondre courbe paramétrée qui est une application vectorielle et support qui est
un ensemble de points de R%. Mais, cette remarque n’empéche pas de noter un courbe paramétrée
par:

Y ICRSRE 1 OM(t) ou M®) = x(1) 7 +(1) ]

— le méme support peut correspondre a plusieurs courbes paramétrées .
Exemple : . 5
y:|—ma[—R% 1 y(t) =cos(t) i +sin(t)

1 —u?— 2u —
‘R—R? u— = '
! B AORS vur LS v R

sont deux courbes paramétrés différents mais ils ont le méme support, le cercle de centre O et de
rayon 1 privé du point (—1,0). Donc il n’y a pas unicité du paramétrage.

1.2  Applications en physique

— en cinématique, une courbe paramétrée f peut correspondre a une loi horaire d’un mouvement,
alors que son support représente la trajectoire du point. Dans ce cas le vecteur f’ correspond au
vecteur vitesse alors que f” correspond au vecteur accélération.

— Les courbes paramétrées, on les rencontre aussi en électronique, Sur un oscilloscope utilisé
en mode XY, on applique sur I’entrée X la tension X = A.cos(®.t) et sur 'entrée Y la tension
Y = B.cos(®.t¢), on obtient ce qu’on appelle des courbes de Lissajous :f : f +— (cos3t, sin5t)

1.3 Paramétrage de quelques supports classiques

1. Paramétrage d’une droite : Donner un paramétrage de la droite & passant par le point M (xo, yo)
et de vecteur directeur ii(a,b) .
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2. Paramétrage d’une ellipse
Donner un paramétrage d’une ellipse de centre O et de demi-axes a et b

3. Paramétrage d’une hyperbole Donner une équation réduite d’une hyperbole 7# de centre O,
puis en déduire un paramétrage de .77 .

1.4 Point régulier, point singulier
Définition 1.2 Soit ¥ une courbe paramétrée définie par :

y:ICR—=R% 1 y(t) =M(1) = (x(1),y(t))

On dit que le point M () est
— régulier si Y (1) # 0
— birégulier si y(r) #0, v(r) # O et les deux vecteurs ne sont pas liés
— stationnaire ou singulier si y'(1) =

= Exemple 1.1 .
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1.5 Tangente
Dans tout ce paragraphe

y:ICR—R?
- -
1= y(0) = M(t) =x(t) i +y(t) J
est un arc paramétré de classe C¥, avec k > 1.

1. Cas d’un point régulier Y (7o) # 0
La tangente en un point régulier M(ty) est la droite passant par M(f) et dirigée par ¥ (fp). C’est
=

I’ensemble des points M(x,y) tels que M (to)M et ‘%’I(to) soient liés. Une équation cartésienne
est obtenue par :

2. Cas d’un point singulier
Dans ce cas on suppose qu’il existe un entier p tel que : p = min {i e N*, ) (to) # 6} La
tangente est la droite passant par M(1o) et dirigée par y\)(1).

m Exemple 1.2 Donner une équation cartésienne de chacune des tangentes aux points M(1) et M(0) de
I’arc défini par
t— (%%, teR
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1.6 Etude locale d’'une courbe particulier

On suppose, dans ce cas, qu’il existe deux entiers naturels non nuls p et q tels que :
— 7 soit au moins de classe CY.

— p= min{i e N*, Y9 (19) # 6}

— g=min{;j>p+1, (}/(”) (to),%j)(to)) est libre
L application de la formule de Taylor a I’ordre q de 7 enty donne

7(6) = ¥lt0) + L p0) (1) 4+ Lo ylr e 1) o L L= )
+ (l_qitf))qu(lo) +70 ((t—10)7)
— —
Or OM(1) = y(t) et OM(ty) = ¥(to). De plus Y7V (1y),..., 749~V (zy) sont colinéaires avec y»)(ry).
Donc :
Ona:

MM (1) = = L) (19 r—zo)P“ (7Ll+ A (E—10) 47T A1) VP (10)
(= to ’)/<q t() t—to) )

On peut donc écrire dans le repere locale (M (1), P)(4 , D(10)) : M(t p:
p p ( (0) Y< (0) y( (0)) Y(t) _ (t—z'o)q_i_o((t_to)q)

D’ou les différentes situations :
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1.7 Etude Globale

Etude Globale

Réduction du domaine d’étude et éléments de symétrie : R
_)Soit I" une courbe paramétré y: I — R? |t — 7(1) =x(t) i +y(t)7 de support C. Et on pose
OM (t) = y(t). Suivant les propriétés vérifiées par 1’application 7 , on peut réduire le domaine d’étude :

Vtel, { e+ T) =x(1) On dit que I est T-périodique. 11 suffit de faire 1’étude sur un
Ye+T)=y() intervalle d’amplitude T , pour obtenir toute la courbe
vVt e, { X(—t) = (1) On obtient la courbe entiere en ne faisant I’étude que /NR™T.
y(=1) =y()
{ x(—t) = —x(t) . oo N
Vtel, Les points M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a (Oy),
y(=1) =) donc restriction de I’étude sur /R puis symétrie par rap-
port a (Oy) pour obtenir toute la courbe
vVt el, { x(—t) = (1) Les points M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a (Ox),
(=) =) donc restriction de I’étude sur / "R puis symétrie par rapport
a (Ox) pour obtenir toute la courbe
Viel, { X(=t) = =x(1) Mémes remarques que les deux dernites en faisant une symé-
y(=1) =) trie par rapport a ’origine
x(2a—1t) =x(1)
Viel,{ y(2a—t)=—y(t) Les points M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a (Ox),
aunrel donc restriction de I’étude sur I N [a, +-co[puis symétrie par
rapport a (Ox) pour obtenir toute la courbe

Remarque : dans le cas ou I' est périodique de période T et présente une des symétries précédentes
dans ce cas on limite 1’étude a ’intervalle [0; %] N 1. La totalité de la courbe est obtenue en utilisant la

symétrie vérifiée par I" .

3

Exemple : Etudier I’arc paramétré par y: I — R? , t — ¥(t) = cos’ (t)_z> + sin’ (t)? )
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Branches infinies :

Soit T'un arc paramétré y: 1 — R? | t 7(t) = x(t)? +y(t)7Aprés réduction du domaine
d’étude, on s’intéresse au comportement de I" lorsque t tend vers un réel fy € R un point constituant
une borne ouverte de cet intervalle réduit. On suppose que x(¢) et y(¢) admettent une limite lorsque
t — ty, et que 'une de ces limites, au moins, est infinie.

x(t) — oo

y(t) =y eR I'admet une asymptote horizontale d’équation : y = yy

x(t) = x0 € R,

y(t) = Foo I'admet une asymptote verticale d’équation : x = xp

x(t) = fooet y(t) — foo y(t) —ax(t) — b € R, on a une asymptote d’équation

)yc(’)—meR* y=ax+b

x(t)
v y(t) — ax(t) — oo, on a une branche parabolique de
direction la droite d’équation y=ax.

y(t) — ax(t) n’a pas de limite, la droite d’équation y=ax
est une direction asymptotique.

y(@©)

0 — oo, on a une branche parabolique de direction (Oy)
ﬁg; —0 on a une branche parabolique de direction (Ox)
ig; n’a pas de limite On ne peut rien dire

L o y 3 -
m Exemple 1.3 Etudier les branches infinies de la courbe paramétrée ¢ — (ﬂ’ﬁ, t(lt_f )> .
| |
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