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1 Nappes paramétrées

Rappel On a déja vu que les fonctions vectorielles d’une seule variable (arcs ou courbes)
paramétrées :

fitelICR—R?

x=x(t)
t= g y=y()
z=2z(1)

ont pour représentation graphique une courbe de 1’espace.

s Exemple 0.1 f:rcICR— R3

x = sin(t)
t—< y=cos(t) t€]0,2m]
7=t

0.5
1 -0.5

Mais que peut-on dire de I’ensemble des points ayant pour paramétrage une fonction vectorielle de

deux variables ? C’est 1’objectif de ce chapitre.
Pour cela on va se placer dans 1’espace affine euclidien R , muni du repere orthonormé direct

(O;Zﬁ%)

1 Nappes paramétrées

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1 Soit U un ouvert de R? et soit f une application de classe €' définie de U vers
R3 par :
)

)
)

L’ensemble des points {M(u,v) = M(x(u,v),y(u,v),z(u,v) lorsque (u,v) décrit U définit une
surface paramétrée ou une nappe paramétrée S. f est un paramétrage ou une représentation
paramétrique (RP) de S.

x(u,
y(u,
z(u,

Il
< <

<

x
fiuyv)eU—M<S vy
Z
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1 Nappes paramétrées

1.1.1 Paramétrage d’un plan
X =xo+ua+vd
y=yo+ub+vb'

fi(uy)eR* > M
7=2z0+uc+vc

C’est le plan passant par le point My (xo,y0,20) et de vecteurs directeurs ii(a,b,c) et v(d',b’, )

1.1.2 Paramétrage d’une sphére
x = xo + R(cosv)cosu

fi(u,v) €[0,27] x [—E, E] =M y=yo+R(cov)sinu
2°2 .
Z =720 + Rsinv

C’est la sphere de centre My (xo,0,20) et de rayon R.
sphere de centre (1,1,1) et de rayon 1

s Exemple 1.1

1.1.3 Paramétrage d’un cylindre de révolution

x = Rcosu
fi(u,v)€0,2n] x R+— M< y=Rsinu

=V

C’est le cylindre d’axe (O, k) et de rayon R.
s Exemple 1.2
X = cosu
fi(u,w) €02 xR— M y=sinu
Z=v
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1 Nappes paramétrées 5

cylindre d’axe (0z) et de rayon 1

200 |

A

1.1.4 paramétrage d’un céne de révolution

X = vcosu
fi(uv)elxJ—M< y=vsinu
z=vcotan(a)
C’est le cone d’axe (O, k) et de demi-angle au sommet Q.

= Exemple 1.3

X = vcosu
£ (u,v) €[-10,10] x [0,27] — M(u,v){ y = vsinu
=V
cone de sommet O d’axe (0z) et de demi-angle %
b4

1.2 Courbes d’une surface
Définition 1.2 — courbe tracée sur une surface. Soit S une surface paramétrée par une

fonction f de classe "' d’un ouvert U de R? vers R3 : f: (u,v) — M (u,v). Soit ¢ une application
défini par :¢ : 1 € I — (u(t),v(t)) € U ou I est un intervalle ouvert de R .
Alors la courbe I" paramétrée par fod :t € [ — f(u(t),v(t)) est tracé sur la surface S.
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2 Plan tangent, droite normale & une nappe

Définition 1.3 — Lignes de coordonnées. Soit S une surface dont une représentation paramé-
trique est f : I x J — R3. On appelle courbes coordonnées en un point My (1o, vo) de S, une des
deux courbes paramétrées par :

uecl— f(u,vo) ouveJ— f(up,v).

cylindre d’axe (oz) et de rayon 1

200 |

2 Plan tangent, droite normale & une nappe
Définition 2.1
— Soit S une surface paramétrée par une nappe (U, f) de classe €’'. Le point M(u,v) est dit
— =
régulier si, et seulement si la famille %(u, V), %(u, v) | est libre.
Dans le cas contraire, le point est dit singulier.
— On dit que S est une surface réguliere ou que la nappe (U, f) est réguliére si, et seulement
si pour tout couple (u,v) de U, le point M (u,v) est régulier.

Définition 2.2 Soit M (ug,vo) un point régulier d’une nappe S de classe €' Le plan tangent & §
en M (up,vo) est I’ensemble des tangentes aux courbes régulieres de S passant par M (ug, vo)

Proposition 2.1 Soit S une surface de classe ¢! paramétrée par (U, f).
of af
dv

Le plan tangent en un point M (ug, vo) régulier de S est dirigé par ‘3—{: (uo,vo) et 5= (up,vo)

Preuve
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2 Plan tangent, droite normale & une nappe 7

m Exemple 2.1 donner une représentation paramétrique du plan tangent a la nappe donnée par la

x=u+v?
RP{ y=v+u* aupoint M(1,1).
Z=uv
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3 surface définie par une équation cartésienne 8

Définition 2.3
On appelle :
— droite normale en M a S, la droite orthogonale en M au plan tangent a S en M
— droite tangente en M a S toute droite passant par M et incluse dans le plan tangent & S en
M

= Exemple 2.2 .

3 surface définie par une équation cartésienne

Définition 3.1 Soit U un ouvert de R? , et soit F la fonction (x,y,z) — F(x,y,z) de U dans
R. La surface définie par 1’équation cartésienne F(x,y,z) = 0 est I’ensemble des points M de
coordonnées (x,y,z) vérifiant : F(x,y,z) = 0.

Ci-dessous un exemple d’une surface d’équation cartésienne F(x,y,z) =z —x>+y> =0

= Exemple 3.1 1. (x—1)?+(y—2)> 4 (z—3)> — 16 = 0 est une équation cartésienne de la
sphere de centre (1,2,3) et de rayon R = 4.
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3 surface définie par une équation cartésienne 9

2. (x—1)2+(z—2)>—9 = 0 est une équation cartésienne du cylindre de révolution d’axe
(A(1,0,2), ) et de rayon 3.

3. % + % + % = 1 est I’équation d’un ellipsoide.

4. x> 4+y? = 7% est I’équation d’un cone de révolution de sommet O.

p) Soit S une surface d’équation F (x,y,z) = 0, avec F € €' (U,R), U étant un ouvert de R* . On
vérifie que M (x,y,z) est un point régulier de S si, et seulement si gradF (M) # 0, c’est-a-dire
%(M ), %(M ), %—’;(M ) non simultanément nuls.

Dans le cas contraire, le point est dit point singulier.

Théoréme 3.1 — Equation du plan tangent.
Le plan tangent 2 S d’équation F(x,y,z) = 0, avec F € €' (U,R), en un point régulier M(x,y, z)
a pour équation cartésienne (EC) :

(x—XO)gI:(M)Jr (y—yo)f;;(M)Jr (z—zo)aai(M) =0

Preuve

= Exemple 3.2 Donner une équation du plan tangent au point A(2, 1,0) de la surface S : x> —y? —
3=0.
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4 Intersection de deux surfaces
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4 Intersection de deux surfaces

Soit f et g deux applications de classe €* d’un ouvert U dans R? vers R de surfaces respectives
SetX. Soit I'= SN X I’ensemble des points (x,y,z) de U vérifiant f(x,y,z) =0 et g(x,y,z) = 0. On
dit que I est la courbe définie par les équations f(x,y,z) =0 et g(x,y,z) = 0.

Proposition 4.1

La tangente a T au point régulier M(a, b, c) de S et de X, est I’intersection des plans tangents
aux surfaces S et X d’équations f =0 et g = 0 en M. Cette tangent est dirigée par gradf(a,b,c) A
gradg(a,b,c)
= Exemple 4.1

20320 .2

1. Soit I' la courbe de R? définie par :{ iz —_Fiz tg =9
Donner une équation de la tangente a I au point My(2,1,2).
B4y +2 =18

2. Méme question avec I" définie par :
xy+yz+zx= -7

et My(—2,—1,3).

Abdelhag ABDELQARI



4 |ntersection de deux surfaces 11
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5 Surfaces particuliéres 12

5 Surfaces particulieres

5.1 Surfaces réglées

5.1.1 Généralités
Définition 5.1 Une surface réglée est une surface engendrée par une famille de droites appelées

génératrices.

= Exemple 5.1 :

x(u,v) = cos(u) +vu
I': Q y(u,v) = sin(u) +vchu

z(u,v) = u+ve*

R
1. D’une maniere générale, une surface réglée peut étre paramétrée par une nappe de la
forme :
IxR—R?
(t,00) = M(t,00) +o¢7
Dans I’exemple précédent, on P( ) = (cos(t),sin(t),t)) et ﬁ (t,ch(r),e")

2. En fixant t et en ne faisant varier que @, le p01nt M se deplace le long de la méme
génératrice, celle qui passe par le point P(¢) et qui est dérigée par ﬁ

Théoreme 5.1 Le plan tangent en un point régulier contient la génératrice passant par ce point.

Preuve

5.1.2 Cylindres
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5 Surfaces particuliéres
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Définition 5.2 — direction et génératrices. Soit I" une courbe de I’espace définie par un
parametrage : 7(t) et soit o un vecteur non nul.

On appelle cylindre € de direction U et de directrice T, la surface engendrée par les droites
dirigées par U et qui s’appuient Sur I". Ces droites s’appellent les génératrices de €.

Proposition 5.2 — Paramétrage du cylindre. On suppose que la directrice I" est paramétrée
par :

ICR » R
t — a)?(t)

Un paramétrage du cylindre ¢ de directrice I et de direction U est:

IxR —

R3
(t,A) = OM(1,A) = 0P()+A 7

—
o

Preuve

m Exemple 5.2 Déterminer une représentation paramétrique du cylindre de direction 7( I,1,1)et
de directrice I, définie par x(¢) = sin’(t),y(t) = cos®(t),z(t) =t t € [0,27] .
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5 Surfaces particuliéres
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Cas ou la directrice est I’intersection de deux surfaces Dans cette partie on cherche a
établir une équation cartésienne d’un cylindre ¢ de direction U et dont la directrice T
est définie par Iintersection de deux surface d’équations cartésiennes : F(x,y,z) = 0 et
G(x, M) = 0 Un point M(x,y,z) appartient & % si et seulement si il existe un point P de I" tel
que PM soit colinéaire a2 « . Autrement dit : ssi il existe un réel o tel que :

M(x,y,2) €6 < JaeRtelqueM+ow €T
o F(x+aa,y+ab,z+ac) =0
G(x+aa,y+ab,z+ac) =0

Une équation cartésienne de 4 est obtenue en éliminant & entre les deux équations.

m Exemple 5.3 Donner une équation cartésienne d’un cylindre de directrice

—x+z=0
=y +z=0
- -

I':

et de direction @ = i — Jj+k
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5 Surfaces particuliéres
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5.1.3 Cone
Définition 5.3 — directrice et sommet. Soit I une courbe de ’espace et soit Q un point

n’appartenant pas aI'.

On appelle cone 6" de sommet Q et de directrice I', 1a surface engendrée par 1’ensemble des
droites passant par par € et s’appuyant toutes Sur I'. Ces droites s’appellent les génératrices de

t..

Proposition 5.3 — Paramétrage du céne. On suppose que la directrice I" est paramétrée par :

ICR — R
u 0?(14)

Un paramétrage du cone ¢ de directrice I" et de sommet Q est :

IxR — R’
(u,v) 0—]\>4(u,v)=Q+vQP(u;

Preuve
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5 Surfaces particuliéres
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» Exemple 5.4 Déterminer une représentation paramétrique du cone de sommet Q(1,1,1) et de

directrice T, définie par x(t) = sin(t),y(t) =t,z(t) =t*> t € [0,27)]

0 et G(x,y,z) = 0. Le sommet de ce cone est Q(a,b,c)

directrice I" est définie par I’intersection de deux surface d’équations cartésiennes : F(x,y,z) =
—

Cas ou la directrice est I’intersection de deux surfaces On considére un cone dont la

Un point M(X,y,z) appartient & 4’ si et seulement si il existe un point P de I" tel que QM soit

colinéaire a QP. Autrement dit : ssi il existe un réel ¢ tel que :

"
M(x,y,z) eT & JoeRetP el telsque QP = aQM €T

o Fla+a(x—a),b+aly—b),c+o(z—c))=0
Gla+o(x—a),b+a(y—>b),c+a(z—c))=0

Une équation cartésienne de I" est obtenue en éliminant & entre les deux équations.

m Exemple 5.5 Donner une équation cartésienne d’un céne de directrice

r —x+z=0
=y +z=0

et de sommet Q(1,1,1).

(5.1

(5.2)
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5.2 surface de révolution
Définition 5.4 On appelle surface de révolution, une surface S obtenue par rotation d’une courbe

I" autour d’une droite A.
— La droite A est appelée axe de S .
— les cercles d’axe A et rencontrant I" sont appelés les paralleles de S.
— Tout plan contenant 1’axe A est appelé un plan méridien.
— On appelle méridienne I’intersection de S avec un plan contenant I’axe A.

Proposition 5.4 — Surface de révolution définie par méridienne et axe de révolution. On
suppose que la méridienne I" admet le paramétrage :

[ —R?
x=x(t)
1= qy=y(t)
z=2(1)

La surface de révolution S engendrée par la rotation de la courbe I" autour de I’axe (Oz) admet pour
paramétrage :

=z(t) endcases
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5 Surfaces particuliéres 18

Preuve

m Exemple 5.6 Déterminer une représentation paramétrique du tore de révolution obtenu par la
rotationde I': {y =0, (x—a)?+2z>=R* autour de A = (Oz) .
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5 Surfaces particuliéres 19

Proposition 5.5 — Recherche d’une équation cartésienne d’une surface de révolution.
Soit S une surface de révolution obtenue par la rotation d’une courbe I' autour d’un axe A. La
démarche qu’on utilise dans cette partie est valable que la méridienne I" admette un paramétrage de

I —R3
la forme flxy.2) =0 ou x=x(1)
g(x,5,2) =0 1 Qy=y(t)
z=z(1)

On suppose aussi que I’axe A est dirigé par un vecteur #, on a donc :

AM,ﬁ> —0
MecS<3JAcA, TPeT, tels que A*P7ﬁ>:()
|AM > = [|AP|]?

En éliminant les coordonnées des point A et P dans les trois équations on obtient une équation
cartésienne de I"

< . fod X+z=a
m Exemple 5.7 Donner une équation cartésienne de S en supposant que I": { 0 et
y =

A= (OZ) u
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