Etude métrique d’une courbe paramétrée plane
Courbes gauches
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1.1

1 Etude métrique d’une courbe plane : 3

Etude métrique d’une courbe plane :

Dans cette partie &désigne un plan affine euclidien, muni d’un repére # = (0,7, ) orthonormé
direct. I est un intervalle de R. Eﬂ;n considere une courbe I" paramétré par :
y:1—R> |t y(t) = OM(t), de classe C* ol k > 2.

Longueur et abscisse curviligne

Définition 1.1 — Longueur d’un arc ou courbe pramétrée. Soit (/,7) une courbe pramétrée
régulicre orienté dans le sens des t croissants et soient #1 et t, deux réels de I tels que #; < £,. On

appelle longueur de I’arc paramétré ou une courbe pramétrée ([t1,%],7), le réel L, = [?W(I)H‘h

X = COS3I

= Exemple 1.1 Calculer la longueur de I’astroide { . 3
y=sin"t

Définition 1.2 Soit (/,y) une courbe pramétrée réguluiére et orientée de classe C'. On appelle une
abscisse curviligne s de (I,7) sur I toute primitive de I’application ¢ — || (2)||.
L abscisse curviligne d’origine 7, est définie donc par s : t — ftf) |V (¢)]| dt

p) Ainsi, une abscisse curviligne s d’une courbe pramétrée (I,y) orientée et réguliere est une
application de classe C! telle que pour tout ¢ € 1, s'(t) = || Y/ (¢)||.
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1.1  Longueur et abscisse curviligne 4

Les abscisses curvilignes sont égales a une constante pres.

Proposition 1.1 — Paramétrage par I'abscisse curviligne. Soit s une abscisse curviligne d’une
courbe pramétrée réguliere orientée de classe CX.

- s est un changement de variable de classe C* sur I’intervalle image J = s(1).

- Le paramétrage (J,1), ot 1 : J — R?, s+ 1(s) = ¥(¢) est un paramétrage admissible de la courbe
pramétrée (1,7).

- Ce paramétrage est dit normal car il vérifie |||n’(s)||| =1, Vs € J.

Preuve

Proposition 1.2 Si S est une abscisse curviligne de (7, 7). La longueur de I’arc parametré ([t1,1],7)
est [;2s'(1)dt = s(12) — s(t1).

Abdelhag ABDELQARI



1.2 Repere et formules de Frenet 5

En cas de paramétrage cartésien, y: 1 — R? , ¢+ y(t) = x(t)7> +y(t)7 , lalongueur de I"arc ([to,#1],7)

est [;' \/x'(1)2 4/ (t)2dr.

1.2 Repere et formules de Frenet

Dans la suite du cours on considere une courbe pramétrée (I,7y) que I’on suppose orientée et
réguliere de classe €* avec k > 2

Définition 1.3 — Soit 7 € I, le vecteur unitaire 7'(f) = H;% est appelé le vecteur unitaire tan-
gent en t (ou plus explicitement au point M(t) du support de parame t

— Le vecteur unitaire N(r) directement orthogonal 2 T (¢) est appelé le vecteur unitaire normal
ent

— Le repere local (y(r) = M(t),T (t),N(t)) est appelé le repere de Frenet en t.

m Exemple 1.2 La chainette est la courbe décrite par un fil pesant, homogamene, tenu a ses deux

extrémités. Dans un repere approprié, elle admet pour équation y = ch(x). Déterminer la longueur d’un
arc de chainette. Préciser le repere de Frénet en un point. .

Proposition 1.3 Dans le cas d’un paramétrage par I’abscisse curviligne (J,7), on montre que 7'(s) =
dan(s)

4 Le repéie de Frenet, dans ce cas est, (17(s), T (s),N(s)) ot N(s) est le vecteur unitaire directement
orthogonal a 7'(s)
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1.2 Repere et formules de Frenet 6

Preuve

Proposition 1.4 — Théoréme de relévement. Soit (/,7y) une courbe pramétrée de classe €*, il
existe une fonction & : I > R de classe €*~! sur I telle que :

-

Viel, T(t)=coso(t)i+sino(t)]

R On constate dans ce cas que :

— Tangle a() = (?,T(z)).
— N(1) = —sina(t)i + cosa(r) .
— Pour déterminer o on peut utiliser le systeme :

{ % = coso.
dy o .

Y = sina
Soit,

tanot = ——

dx

= Exemple 1.3 Déterminet I’angle (r) pour la portion de I’astroide suivante (cos®z,sin’¢), 7 € [0,7/2]; m
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1.2 Repere et formules de Frenet 7

Proposition 1.5 — Formules de Frenet. Soit (J,1) une courbe réguliere de classe C? orientée et paramétrée
par un paramétrage normale

n:J—R?
s— OM(s

Pour tout élément s de J, il existe un réel K(s), appelé courbure, tel que :

4TO) _ 7

ds

dN(s)
ds

—y(s)T (s)

Preuve
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1.2 Repere et formules de Frenet 8

Proposition 1.6 — Détermination angulaire de la courbure. Soit (/,71) une courbe réguliere de
classe C? orientée et paramétrée par un paramétrage normale.Et soit a : J — R telle que : Vs € J, T(s) =
cosa(s)i+ sino(s)j,ona:
do
Y(s) = %(S)

Preuve

p) Enassimilant le point M(s) = 1 (s) a un mobile, cette derniere formule montre que si :

— si y>0, ’angle 0T augmente, on tourne donc a gauche. Le vecteur N est dirigé vers la

concavité de la courbe.

— s1 Yy <0, ’angle (?, T diminue, on tourne donc a droite et le vecteur N est orienté vers

I’extérieur de la concavité.
— si =0, la trajectoire est rectiligne.

Proposition 1.7 — Interprétation cinématique :. Soit (7,7), une courbe de classe C2, pour tout ¢ € I, on

Pyt — b il _ds F ot ).

d’s o ds dT _ds o,  ds dsdT _ d’s ds\* -
"‘V=-—5T+——=—T+———=-—.T — | N
7 ®) a2 Taa T Taaas aet Tt (s) dt
ds d’s ds\*
Ainsi : 7(t) = Z T et 7’(1‘) = o T4+ K(s) (dt) N
~ — _ 7
vitesse accélération accélération
numérique tangentielle normale

De cette interprétation cinématique, on déduit aussi qu’un point :
M(t) = y(z) est birégulier si et seulement si K # 0

Définition 1.4 — rayon de courbure, centre de courbure et cercle osculateur. Soit (1, 7), une
courbe paramétrée et soit t un réel de I, tel que le point M(¢) = y(t) soit birégulier.

1

FON .

— Le centre de courbure en M(t) est le point Q(¢) tel que : M(¢)Q(z) = R(¢)N(z).

— Le cercle de centre Q(z) et de rayon |R(z)| (passant par M(r)) s’appelle le cercle osculateur a la courbe

en M(r). C’est celui qui est ““ le mieux ” tangent a la courbe en ce point.

— On appelle rayon de courbure en ce point le réel R(¢) =
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1.2 Repere et formules de Frenet %

Définition 1.5 — Développée d’une courbe biréguliére. Soit (/,7) une courbe biréguliere, sa
développée est I’ensemble des centres de courbures de tous les points de cette courbe.

x=cos’t

m Exemple 1.4 Déterminer la développée de 1’astroide { y = sin’t
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2 Enveloppe d’une famille de droites 10

2 Enveloppe d’une famille de droites

Dans cette partie & désigne un plan affine euclidien, muni d’un repére R = (0,?, f) orthonormé direct. 7 est
un intervalle de R.

Définition 2.1 Une droite est définie par la donnée d’un point A et d’un vecteur directeur ii. En supposant
que ce point et ce vecteur sont fonctions d’un parameétre t décrivant un intervalle / de R, on obtient une famille
de droites (Z;),¢;-

Ainsi pour tout ¢ € I, la droite &, est paramétrée par M(t) = A(t) + Ai(t) A €R.

Définition 2.2 — Enveloppe d’une famille de droites. On considere une famille de droites (%), et
on suppose que les applications A et i sont de classe ¢! sur L.

On dit que la courbe & est I’enveloppe de la famille de droites (D;),; si :

- pour tout t de I, la droite D, est tangente en au moins un point de € et

- en tout point M de %’ passe au moins une droite (D;) tangente en ce point.

Proposition 2.1 — Détermination de I’enveloppe d’une famille de droites. Soit I un intervalle de
R et soit (Z;),; une famille de droites définies par :Vr € I, %, : M(t) = A(t) + Aii(t). On cherche a déterminer
I’enveloppe & de la famille (Z; ), par analyse et par synthése :

Abdelhag ABDELQARI



2 Enveloppe d’une famille de droites 11

m Exemple 2.1 Donner I’enveloppe de la famille de droites (Dt)ze]o,g[ définie par x — cos(t)y — sin(t) =0 .
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3 Courbes de |'espace ou courbes gauches 12

Proposition 2.2 — développée et normales d’'une courbe paramétrée (1,y). On suppose que
(1,7) est une courbe de classe C? sur un intervalle I de R et que sa courbure ne s’annule pas. La développée de
cette courbe est 1’enveloppe de ses normales.

Preuve

m Exemple 2.2 Retrouver I’expression de la développée de I’astroide en utilisant la propriété précedente :

3 Courbes de I'espace ou courbes gauches

On considere I’espace E =3 muni de sa structure affine.
I désigne un intervalle de R.
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3 Courbes de |'espace ou courbes gauches 13

Définition 3.1 — courbe gauche. Une courbe paramétrée de 1’espace I est la donnée d’un intervalle 1
et d’une application

y: 13

1 (1) = x(0)i+y(0)j+2(0)k

Les applications X, y et z forment une représentation paramétrique de I

I" est aussi appelée une courbe gauche.

I est dit de classe C* si ¥ est de classe C* sur 1

= Exemple 3.1

x(t) = 5cost
Hélice circulante a pas constant : ¢ y(¢) = 5sin¢
Z(t) =4t

Définition 3.2 — point régulier, point birégulier. Soit I" une courbe gauche définie par

y: I3

s y(1) = M(t) = x(1)i+y(t) ]+ z(t)k

Un point M(¢) de I est dit régulier si Vft) #0

Larc est dit régulier si tous ses points sont réguliers, ¢ ?est-a-dire si le vecteur y(t) ne s’annule pas.
Un point M(t) de T est dit bi-régulier si (¥(¢),7"(¢)) est libre

Définition 3.3 — abscisse curviligne, longueur d’un arc. Soit I" une courbe gauche définie par
y: I3
tes (1) = M(t) = x(1)i+y(t) ]+ 2(t)k.

Si I est de classe C', on appelle abscisse curviligne sur ¥ toute primitive s, sur I de ¢ || y’?t) Il,
on a donc

Vel $(0) =] Y1) = /220 +y20) +220)

—

SiA(a) = ( ) et B(b) = y(b) sont deux points de I', la longueur de ’arc AB est
L= [ 1¥(0) || dt = s(b) = s(a)

Définition 3.4 — Droite tangente - Plan normal - Plan osculateur.
Soit I" une courbe gauche définie par

—

¥: I —> En tout point régulier M(t) = y(t) la droite tangente est dirigée par y’ft) et le plan
normal est celui qui admet ¥'(f) comme vecteur normal.
En tout point birégulier M(r) = y(t) on appelle plan osculateur le plan <M (1), y’zt), }/’_(t))

De maniere générale, la droite tangente et le plan normal sont définis par le premier vecteur dérivé
non nul le plan osculateur est défini par les deux premiers vecteurs dérivés non colinéaires;
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m Exemple 3.2 Former une équation cartésienne de la droite tangente, le plan normal et le plan
osculateur en tout point M(¢) de la courbe I" de représentation paramétrique (x = cost,y = sint,z =
1),teR .
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