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1 Généralités

1 Généralités
Définition 1.1 Soit (Q,.7), un espace probabilisable et E un ensemble de réels fini ou dénom-
brable c.a.d. (au plus dénombrable).
Une variable aléatoire discrete sur Q est une application X : Q@ — R telle que :
1. X(Q) soit au plus dénombrable (fini ou dénombrable).
2. Pour tout élément x € X (Q), X! ({x}) € & c’est a dire un événement.

Définition 1.2 Soient (Q,.<7,P) un espace probabilisé et X : Q — R une variable aléatoire.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire revient a définir la fonction :

PX : X(Q) - R
o[ x | = | PX=x)=PX ({x})

P(X = x) ou Py ({x}) désigne donc la probabilité de 1’événement composé par tous les
résultats ayant comme image x par X.

p) SiA estune partie de X (), On note :

Py(4) =P (X' (4))

En général les valeurs prises par la variable aléatoire X sont notées xj,x2,. .., et donc
Px(A) = ) Px ({x})
X;€A

Définition 1.3 Si £ est une application de &?(FE) dans R} telle que .Z = Py, on dit que X suit
laloi .Z etonnote X ~ &

Définition 1.4 — Fonction de répartition. La fonction de répartition d’une variable aléatoire
X est définie par

VxeR, F(x)=pX<x)= Zp(X:x,').

Xi<x
La fonction de répartition est en escalier, toujours croissante et comprise entre O et 1.

Définition 1.5 — Espérance d’une variable aléatoire. Deux cas se présentent suivant que
I’ensemble des valeurs prises par X est fini ou dénombrable.
— Soit X une variable aléatoire discrete qui prend un nombre fini de valeurs x,x»,...,x, et
dont la loi de probabilité est f : P(X = x;). L’espérance mathématique de X, notée E(X),
est définie par

E(X) = ixiP(X :xi).

— Si la variable aléatoire X prend un nombre dénombrable de valeurs x1,x3,...,xy,..., son
espérance mathématique est alors définie par E(X) = ¥, x;P(X = x;, a condition que la
série converge absolument.

Définition 1.6 — moment d’ordre k. Soient (Q,.o7,[P) un espace probabilisé et X : Q@ — E
une variable aléatoire.




2 Lois usuelles

Définition 1.7 — variance et écart type d’une variable aléatoire.  — On appelle variance
de la variable aléatoire X la valeur moyenne des carrés des écarts a la moyenne,
Var(X) =E ((X —E(X))?).
On préfere plutdt utiliser la formule équivalente suivante :
V(X)=E(X* -EX)%
— On appelle écart-type de la variable aléatoire X la racine carrée de sa variance.

o(X) =/ Var(X).

Proposition 1.1 — Formule de Koenig-Huygens. Soit X une variable aléatoire dont le moment
d’ordre, E(X?), existe. On montre que :

V(X)=EX* -EX)%

s Exemple 1.1 =

2 Lois usuelles

2.1 Loi uniforme
Définition 2.1 Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que la variable aléatoire X suit une loi

uniforme sur I’intervalle entier a,b et on note X ~ % (a,b) si pour tout k € a,b :

1

Px(k):b—a—l—l

Proposition 2.1 Si X ~ % (a,b) alors :

—a)? —q)?
(X) = 252, v(X) = U et o(X) = /U5

&

Preuve

2.2 Loide Bernoulli
Définition 2.2 Soit p €]0, 1], on dit que la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de

parametre p et on note X ~ A(p) si :



2.3 Loi binomiale

— X(Q)=1{0,1} et
— Py(1)=1

Proposition 2.2 Si X ~ %(p) alors :

t

X)=p,V(X)=p(l-p)eto(X) =/pq.

Preuve

2.3 Loi binomiale
Définition 2.3 Soit p €]0, 1[ et n € N*, on dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale

de paramétren n et p et on note X ~ AB(n,p) si :
— X(Q)=0,net

— pour tout k € 0,n, Px (k) = <Z> pr(1—p)*k

Proposition 2.3 Si X ~ %(p) alors :

t

(X)=np,V(X) =np(l —p) et 6(X) = /np(1 —p.

Preuve

2.4 Loide Poisson

Supposons que I’on s’intéresse au nombre de réalisations sur un intervalle de temps [0, T],
suffisamment grand, d’un phénomene rare dont la probabilité d’occurrence, p,, est faible. En
divisant cet intervalle en un nombre n conséquent d’intervalles [#;, ;1] de sorte qu’au maximum,
durant ce dernier, le phénomene ne puisse étre observé qu’une seule fois au maximum ; la variable



2.4 Loi de Poisson

aléatoire prenant 1 si réalisation ou O sinon suit donc une loi de Bernoulli de paramétre p,,. Et, la
variable aléatoire X,, comptabilisant le nombre de réalisations durant I’intervalle [0, 7| suit une loi
de Binomiale de paramétres n et p,. L’espérance E(X,) = np, doit donc rester constant pour n
suffisamment grand. Ainsi :

Cette derniere expression définit donc une nouvelle loi de parametre A = np, qui représente le
nombre moyen de réalisations.

Définition 2.4 — Loi de Poisson. Soit A un réel strictement positif. On dit que la variable
aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A si :
X(Q)=N
VKEN, P(X=k)="2e?

On note X ~ Z?(A) Comme il a été montré une loi de Poisson modélise des phénomeénes rares,
c’est une loi des petits nombres.

— On a vu qu’une suite de variables aléatoire (X,,) suivant des lois binomiales de para-
metres n etp, converge vers une loi de Poisson de paramétre A = lim,,_, 1 o np,. Cette
converge est dite en loi. Une loi de poisson est donc une loi limite.

— En général, on peut approximer une loi Binomiale par une loi de Poisson des que :

Dn < n>30etA =np,

1
10’
— Une loi de Poisson est une loi des petits nombres. Il sert & modéliser des phénomenes

rares comme :
— nombre de naissances de jumeaux sur une année.
— nombre d’appels erronés pendant une journée.
— nombre d’observations d’étoiles filantes durant une nuit.
— nombre de désintégrations durant une minute.

Proposition 2.4 Soit X ~ Z?(A) alors :

E(X)=AetV(X)=A

Preuve



2.4 Loi de Poisson

Définition 2.5 — Loi géométrique. On réalise une infinité de fois une épreuve de Bernoulli de
parametre p €]0, 1[. La variable aléatoire X permettant de modéliser la réalisation du premier
succes s’appelle la loi géométrique de parameétre p. On écrit X ~ ¥ (p) etona:

X(Q) =N
VkeN*, P(X=k =(1-p)Ip

Proposition 2.5 Soit X ~ ¥(p) alors :

Preuve

Proposition 2.6 — Loi sans mémoire. Soit X ~ ¥ (p),ona:
V(m,n) eN, PX>m+n|X>m)=PX >n)

On dit que X est une loi sans mémoire.

Preuve



3 Couples de variables aléatoires

3 Couples de variables aléatoires

3.1 Définitions

Définition 3.1 Loi de probabilité conjointe Soient (Q,.o7,P) un espace probabilisé et X et Y
: Q — FE deux variables aléatoires discretes.

Le couple (X,Y) est une variable aléatoire discréte aussi 4 valeurs dans E2. En notant par (x;);e;
et (yj) jes les familles de valeurs prises respectivement par X et par Y. Déterminer chacune des
probabilités P(X = x;,Y =y;), c’est définir la loi de probabilité conjointe des variables aléatoires
X etY oude la variable (X,Y).

m Exemple 3.1 On considére une urne contenant 3 boules rouges numérotées de 1 a 3 et 3 boules
vertes numérotées numérotées également de 1 a 3. Et on note par X et Y le variables désignant
respectivement ’apparition de la boule verte et de la boule rouge numérotés 1. Etablir la loi
conjointe de la variable (X,Y) "

Définition 3.2 — loi marginale. Soit X et Y deux variables aléatoires dont on suppose connue

leur loi conjointe. L’ensemble des événements {Y =y;, j € J} estun systeme complet. Ainsi,

pourtouti € [,ona:P(X =x;) = ¥ P(X =x;,Y =y;). On définit donc une loi dite marginale
jeJ

pour la variable aléatoire X. De la méme fagon on peut aussi définir une loi marginale pour Y, en

posant que :
Vied, PY=y;)= ZIE”(X =x,Y =y;)

icl

Définition 3.3 — loi conditionnelle. Soit y; une valeur prise par Y tel que I'événement Y = y;
ne soit pas négligeable. On appelle loi conditionnelle de la variable X sachant I’événement
Y =y, laloi définie par :
]P(X = .X,',Y :y])

P(Y = yj)

On peut aussi définir une loi conditionnelle de la variable Y sachant I’événement X = x;

Viel, P(X:x,-|Y:yj):

Définition 3.4 — variables indépendantes. Deux variables X et Y sont dites indépendantes,
Si:

V(i,j)GIXJ, }P’(X:xi,Y:yj):P(X:xi)IP’(Y:yj)

p) Siles variables X et Y ne sont pas indépendantes, on peut utiliser la loi conditionnelle :

V(i,j) elxJ, P(X =x;,Y :yj) :]P(X :xi\Y :yj)IP(Y :yj)



3.2 Covariance

3.2 Covariance
Définition 3.5 Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé

(Q,.47,P) et prenant respectivement comme valeurs (x;)ics et (yj)jes. Si X et Y admettent
des moments d’ordre deux, on appelle covariance du couple (X,Y), le réel :

Proposition 3.1 — Formule de Koenig-Huygens. On montre que :

cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(X)

= Y (PX=xY=y)— Y xPX=x) Y yPY=y)
(i.J)elxJ i€lxJ jerxl

Définition 3.6 — coefficient de corrélation. Le coefficient de corrélation de deux variables

aléatoires X et Y est le réel :

_ cov(X,Y)
PY) = X))

On montre que —1 < p(X,Y) < 1.

4 Propriétés de I'espérance et de la variance
4.1 Propriétés de I'’espérance

Proposition 4.1 Soient X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé
(Q, 47, P) et dont les moments d’ordre existent. On a les propriétés suivantes :
— Linéarité
Vo,B e R E(aX+BY)=0E(X)+BE(Y).
En particulier : E(aX + ) = aE(X)+
— Positivité
SiX>0alors E(X) >0
— Croissance

SiX <Yalors E(X) <E(Y).

Preuve



4.2 Propriétés de la variance
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Proposition 4.2 — Formule de transfert. Soit X une variable aléatoire et Soit f une fonction de
X(Q) dans R. En cas d’existence :

E(fX))= ), f)P(X=x)

x€X(Q)
Proposition 4.3 Soient X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé
(Q, 7, P) et dont les moments d’ordre 1 existent. Si X et Y sont indépendantes alors :

E(XY)=E(X)E(Y)

Preuve

4.2 Propriétés de la variance
Proposition 4.4 Soit X une variable aléatoire dont le moment d’ordre deux existe alors :

Va,B €cR*: V(aX+B)=a’V(X)

p) Lavariance n’est pas linéaire.

Proposition 4.5 Soient X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé
(Q, o7, P) et dont les moments d’ordre 1 existent. Si X et Y sont indépendantes alors :

1. VIX+Y)=V(X)+V(Y)

2. cov(X,Y) = 0 (Attention la réciproque n’est pas vraie)

Preuve
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4.3 Loifaible des grands nombres

Proposition 4.6 — Inégalité de Markov. Soient (Q,.o/,P) un espace probabilisé et X : Q —
une variable aléatoire discréte a valeurs positive. Si I’espérance de X existe alors :

E(X)

Va>0, P(X>a)<
a

Preuve

Proposition 4.7 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soient (Q,.<7,[P) un espace probabi-
lisé et X : Q — F une variable aléatoire 2 existe :

V(X)

Ve>0, BX—E(X)|>¢e)< 5

Preuve

Proposition 4.8 — Loi faible des grands nombres. Si (X),),>; est une suite de variables aléa-
toires indépendantes et de méme loi admettant un moment d’ordre 2, alors, si :

X
Sp= Y Xk, m=E(X;) et 6(X;), on a pour tout € >0 :
k=1
Sn
Pl|l——m|>¢e| —0
n

Preuve
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5 Fonction génératrice

Définition 5.1 Soient (Q,.<7,P) un espace probabilisé et X : Q — N une variable aléatoire
discrete a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de la variable aléatoire X, la somme

de la série entiere : Y, P(X = n)x". Cette fonction est notée Gy.
n=0

p) Encas de convergence Gx(t) est I’espérance de la variable X

Proposition 5.1 Soit X une variable aléatoire de fonction génératrice Gy. On a :
1. I’ensemble de définition de la fonction Gx contient I’intervalle [—1, 1]
2.VneN,P(X =n) = sz—(!o). Ainsi, connaissant la fonction Gy, on obtient la loi de la variable
X.
3. En cas d’existence E(X) = Gy (1)
4. En cas d’existence V (X) = G% (1) + G%(1)(1 — Gx (1))

Preuve

Proposition 5.2 — Fonctions génératrices de lois usuelles. 1. SiX ~ % ([1..n]), alors : Gx(t) =
[_tn+l

(=) sit# 1.

SiX ~ A(p), alors : Gx(t) = 1 — p+ pt pour tout réel t.

SiX ~ %A(n,p), alors : Gx(t) = (1 — p+ pt)" pour tout réel t.
SiX ~ A(p), alors : Gx(t) = 1 — p+ pt pour tout réel t.

SiX ~%(p),alors: Gx(t) = ﬁ pour tout réel 6]%, ﬁ[

ISANNANE e

7. Si X ~ P(A), alors : Gx(t) = e*~1) pour tout réel t.

Proposition 5.3 — Fonction génératrice de la somme de deux variables. Si X et Y sont
deux variables aléatoires indépendantes, alors :

Gx+y = Gx.Gy

6 Exercices

Exercise 6.1 Une piece de monnaie est lancée indéfiniment jusqu’a obtenir pile pour la premicre
fois. On suppose que la probabilité d’avoir pile est p €]0, 1[ Soit X le rang du dernier lancer
réalisant face.

Calculer la loi de X et son espérance.

Exercise 6.2 Un jeu consiste a appuyer n fois sur un bouton qui allume d’une maniere aléatoire
2 lampes : une rouge et I’autre verte. On note par X; et X, les variables aléatoires égales
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respectivement au premier et au second changement, éventuellement, de couleur au cours de ces
n essais (n > 2).

— Déterminer les lois de X et X».

— Calculer leurs espérances et leurs variances.

Exercise 6.3 On considére une urne qui contient n jetons numérotés de 1 a n et on réalise k
tirages successifs d’un jeton sans remise. On désigne par X la variable aléatoire égale au plus
grand nombre tiré.

— On suppose dans un premier temps que k£ = 2, déterminer la loi de X.

— Etudier le cas général pour un k > 2

Exercise 6.4 Une personne tente une intrusion dans un chiteau possédant a portes sous sur-
veillance électronique et b autres sans surveillance. Soit X la variable aléatoire égale au temps
d’attente de la premiere sonnerie.

Etudier la loi de X, puis calculer E(X) et V(X) .

Exercise 6.5 Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n et p. Pour
quelle valeur de k P(X = k) est maximal.
Méme question si X ~ Z(1) n

Exercise 6.6 Soit X ~ (1), calculer E(Y) dans les cas suivants :
a.Yy=X

_ 1
b'Y_Xi‘H
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