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Généralités

Généralités
.1 Rappels
— Une expérience aléatoire est une expérience qui méme répétée dans des conditions apparem-
ment identiques ne donnerait pas nécessairement le méme résultat.
— L’ensemble des résultats ou des épreuves ou aussi des issues d’une expérience aléatoire est
appelé I’univers. souvent noté Q. Les résultats, eux, sont notés @.
— Un événement est une partie de I’univers. Si un résultat @ appartient a un événement A, on
dit que o réalise A.
— Evénements particuliers :
— Un événement élémentaire est une partie de Q formée d’un seul résultat, c’est un
singleton ; bien que souvent on confonde, le résultat @ et I’événement élémentaire {®}.
— DLunivers Q est aussi un événement dit certain parce qu’il est réalisé quelle que soit
I’issue de I’expérience.
— L’ensemble vide 0 est aussi un événement particulier dit incertain, parce qu’il n’est
jamais réalisé.
— Deux événements A et B sont dits incompatibles lorsqu’ils sont disjoints, i.e. ANB = 0.
— Le cardinal d’un ensemble E, s’il est fini, est le nombre de ses éléments, on le note Card(E),
|E| ou {E.
— Deux ensembles E et F' sont dits équipotents, s’il existe une bijection de E sur F. Ainsi un
ensemble fini de cardinal n est équipotent avec I’intervalle entier 1,n



1.2 Ensembles dénombrables

1.2 Ensembles dénombrables
Définition 1.1 Un ensemble E est dit

— dénombrable s’il est équipotent a I’ensemble des entiers naturels N.
— au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Proposition 1.1 Les ensembles N, N*, et Z sont dénombrables.

Preuve

Proposition 1.2 N x N est dénombrable et plus généralement si E et F' sont dénombrables alors le
produit cartésien E x F est dénombrable.

— Un ensemble fini ou dénombrable peut étre décrit sous la forme {@,;n € N}.
— On admettra que I’ensemble Q est dénombrable par contre I’ensemble R qui n’est pas
dénombrable.

1.3 Espaces probabilisables

Dans le cours de I’année derniére I’univers considéré était un ensemble fini. Cette année, celui-ci
peut-&tre dénombrable.

Définition 1.2 On appelle tribu sur Q une partie .7 de Z?(Q) qui posseéde les propriétés sui-
vantes :

— Qe

— Stabilité par passage au complémentaire : VA € &7, 60A € <

— Stabilité par réunion dénombrable : pour toute suite (A,), -, d’éléments de <, la réunion :

o0
\J appartient a .o/
n=0

Dans ce cas le couple (Q,.7), est appelé un espace probabilisable.
Les éléments de <7 sont appelés des événements de cet espace probabilisable.




1.3 Espaces probabilisables

m Exemple 1.1 On considere I’expérience qui consiste a lancer un dé jusqu’a obtenir "Pile". Les

événements qu’on peut avoir sont :
P, FP, FFP, FE...FP, ....FF......
Yunivers Q est dénombrable. "

Proposition 1.3 Si &7 est une tribu sur sur un univers %o, alorson a :
— e d.
— VAe o/ VBe o/, AUB€ &/ et ANBc .
—+oo

— pour toute suite (A,), -, d’éléments de <7, I'intersection : () appartient & ./
n=0

— {0,Q} est la tribu la plus grossiére ou triviale définie sur Q.
— Z(Q) est la plus fine ou pleine tribu définie sur Q.
— SiA C Q,alors {0,A,A,Q} est une tribu dite engendrée par Q

+

— La réalisation de () A, équivaut a la réalisation de tous les A,,.
n=0
o0

— La réalisation de |J A, équivaut a la réalisation d’au moins un A,,.
n=0



1.3 Espaces probabilisables

Proposition 1.4 — Opération sur les événements. Soit (4,),.y une suite d’événements d’un
espace probabilisable et soit B un événement aussi de cet espace. On a les propriétés suivantes :

neN neN neN neN
(iii) BN (U Ay =J(BNA,)  (iv) BU (ﬂ An> = () (BUA,)
neN neN neN neN

Preuve



2 Probabilités sur un univers dénombrable

Définition 1.3 Soit (2,.27), un espace probabilisable et soit # = {A;,As,...,Ap, ....} une famille
d’éléments de <. On dit que .% forme un systéme complet d’événements si :

— Vi,javeci# j,AiNA;=0.

— AjUAU....UAU....=Q

2 Probabilités sur un univers dénombrable

2.1 Espace probabilisé
Définition 2.1 Soit (Q,.<7) un espace probabilisable, une probabilité est une application P
définie sur .o/ et a valeurs dans [0, 1] telle que :

— P(Q)=1et
. . . . +°° +°°
— Pour toute suite (A,),, d’événements deux a deux disjoints P{ J A, | = ¥ P(A,)
n=0 n=0

[o—additivité]
Le triplet (Q2,.o7,P) est appelé un espace probabilisé.




2.1 Espace probabilisé

Proposition 2.1 Soit (Q,.o7,P) un espace probabilisé et soient A et B deux événements de .27, on

— P(0) =0.

— P(A) =1-P(A).

— SiA C Balors P(A) < P(B)

— P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
2
o

Proposition 2.2 Soit (Q, </, P).
— Si (Ay,...,Ap) est un systeme complet de n événements alors, )’i P(Ay) =1
— Si (Ay),en- €St un systeme complet dénombrable d’événerflzilts alors, la série Y IP(A,)
converge et
;:OIP)(An) =1.



2.1 Espace probabilisé

Proposition 2.3 — continuité. Soit (A,), .y une suite d’événements , monotone pour I’inclusion
c.a.d. (croissante ou décroissante au sens de I’inclusion). Alors la suite (P(4,)),cx est de méme
nature eton a:

—+oo
— si la suite est croissante alors : [P < U An> = lim P(A,).
n=0 n—+oo

— si la suite est décroissante alors : P (/" A,) = lim P(A,).
n——+oo

Preuve
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Proposition 2.4 — Sous-additivité dénombrable. Soit (A,), .y une suite d’événements sur un
espace probabilisé (Q, <7, IP). Si la série Y IP(A,,) converge alors :

~+oo o0
P (U An) < Y P(Ay)
n=0 n=0

Preuve

3 Conditionnement
La notion de probabilité conditionnelle est la méme que celle vue en premiere année.

Définition 3.1 — et (théoreme) Probabilité conditionnelle. Soit (2,27, P) et soient A et B
deux événements tels que P(B) # 0 I’application :

P(ANB)

Ps: o —[0,1], A Pp(A) = BB)

est une probabilité sur <7 dite conditionnelle. Le réel Pg(A) se lit "la probabilité de A sachant
B". 1l est parfois noté P(A|B)

Preuve

p) Dans la probabilité conditionnelle définie ci-dessus, tout se passe comme si I’univers était
restreint aux seuls événements supposant que 1’événement B est réalisé.
Exemple dans une urne comprenant 8 jetons rouges numérotés de 1 a 8 et 5 jetons verts
numérotés de 9 a 13 ,ou I’expérience consiste a tirer un seul jeton, la probabilité de 1’événe-
ment A " obtenir le numéro 1 " est : P(A) = % Maintenant si on note par B I’événement
affirmant qu’un jeton rouge est tirée et que 1’on suppose réalisé a chaque essai, alors dans ces
conditions, I’événement A a pour probabilité Pg(A) = é
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Théoreme 3.1 — Formule des probabilités composées. Soit (Q, .o/, P)
— si A et B deux événements tels que P(B) # 0

P(ANB) = Py(A)P(B)

— Plus généralement, si (A;);c, est une famille d’événements telle que
AINAYN...NA,_1 # 0, alors :

P(A] n... ﬁAn) = P(Al)-Pm (AZ)-'-PAlﬂAzﬂ..ﬂAn,l (An)

Preuve

m Exemple 3.1 Une urne contient une boule verte et une boule rouge.
On tire dans cette urne une boule. Apres chaque tirage on remet la boule tirée accompagnée de
deux autres boules de la méme couleur

1. Quelle est la probabilité que les n premieres boules tirées soient vertes ?

2. Quelle est la probabilité de tirer indéfiniment des boules vertes ?
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Théoréeme 3.2 — Formule des probabilités totales. Soit (Q,.o7,P) un systeme probabilisé
et soit (A;),.; une famille finie ou dénombrable d’événements non négligeables et formant un
systeéme complet de Q. Si B est un événement, alors on a :

P(B) =) P(Ai)P4,(B)

icl

Preuve
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Théoreme 3.3 Soit (Q,.o7,P) et soient A et B deux événements tels que P(B) # 0
— Si A et B sont deux événements non négligeables, alors :

P(A)PA(B)

Formule de Bayes

— Plus généralement si (A;),.,; une famille finie ou dénombrable d’événements non négli-
geables et formant un systeéme complet de Q alors pour touti € [ :

P(A;)P4.(B
P — _FADPA(B)
L P(Ar)Pa, (B)
kel
)
>
5
o
a.
» Exemple 3.2 Une urne contient trois pieces : A non truqué, B truquée telle que P(Face) = % et

C truquée aussi telle que P(Face) = % On prend une piece au hasard dans I’urne et on la lance.
Quelle est la probabilité que la piece tirée soit B sachant que I’on a obtenu Pile ? .
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Définition 3.2 — événements indépendants. — Soient A et B deux événements d’un
espace probabilisé (Q,.o7,P).
On dit que A et B sont deux événements indépendants si :

P(ANB) = P(A).P(B)

— Plus généralement si (A;),.; une famille quelconque d’événements, on dit que ceux-ci sont
mutuellement indépendants si :

Pour tout J fini inclus dans I P (ﬂAJ-) ) =TI, P(A))

JjeJ

R Si des événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux indépendants,
mais la réciproque n’est pas vraie.

m Exemple 3.3 On lance successivement deux dés A et B. On suppose que A est équilibré et que
que la probabilité d’obtenir 6 pour le dé B est de % On commence par le dé A. Le jeu s’arréte des
que I’on obtient 6. Le dé réalisant ceci est dit gagnant.

Calculer la probabilité que le dé B gagne.
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4 Exercices

Exercise 4.1 Soit (Q,.27,P) un espace probabilisé et (A4, B) € 272. Montrer que : A et B indé-
pendantes < P(ANB)P(A)NP(B) = P(ANB)P(ANB) .

Exercise 4.2 Soit (€, .o7,IP) un espace probabilisé et (A, B) € .o7%. Montrer que :

(P(ANB))* < P(A)P(B)

Exercise 4.3 Une urne contient 4 jetons rouges, 8 jetons bleus et 12 jetons jaunes. On tire
simultanément et au hasard 4 jetons de 1’urne. Calculer les probabilités des événements suivants :
1. A : " les 4 jetons sont de méme couleur "
2. B : " On obtient au moins un jeton jaune"
3. C: "le tirage est bicolore "

Exercise 4.4 Kenza a enregistré sur son portable 3 chansons de Rock, 5 chansons de Jazz et
8 chansons de Pop. Ce matin, elle a décidé d’écouter 3 chansons d’une maniere aléatoire. On
suppose que 1’ordre compte et que la méme chanson peut &tre choisie plusieurs fois. Calculer la
probabilité des événements suivants :

1. A :"les 3 chansons sont de types différents "

2. B : " Deux chansons de Pop et une chanson de Rock"

3. C: "Au moins une chanson de Pop "
Reprendre les mémes questions en supposant que 1’ordre compte toujours mais que les chansons
ne peuvent étre choisies qu’une seule fois. u

Exercise 4.5 Mamie Nova a remarqué que son chat Capricieux s’il n’a pas mangé un jour n,
alors la probabilité qu’il ne mange pas le jour suivant est de 0.3 et s’il a mangé le jour n sa
probabilité de ne pas manger le jour suivant est de 0.9. En notant par p, la probabilité de manger
le néme jour. Calculer la probabilité p,,; qu’il mange le jour n 4 1 suivant. Calculer la limite de
pn. Combien de chances pour que Mamie Nova désespere complétement.

Exercise 4.6 On lance une piece de monnaie jusqu’a obtenir pile. Quelle est la probabilité de ne
Jjamais obtenir pile. U

Exercise 4.7 — HEC. On considere deux urnes U; et U, contenant respectivement by et by
boules blanches et n; et n; boules noires. On effectue le premier tirage au hasard dans U; ou U,
et ensuite, on reste toujours dans la méme urne et on effectue des tirages avec remise.
1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au néme tirage.
2. Calculer la probabilité d’obtenir n boules blanches consécutives.
3. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au (n + 1)eme tirage sachant que ’on a
déja obtenu n boules blanches aux tirages précédents.
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Exercise 4.8 — ESCP. Soit N € N* et n € N*. On considere N + 1 urnes numérotées de 0 a N,
I’urne numérotée k contient k boules rouges et N — k blanches. On choisit au hasard une urne et
on tire avec remise dans cette urne.
1. Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge au (n + 1)éme tirage, sachant que lors des
n premiers tirages, on a obtenu une rouge a chaque fois ?
2. Calculer la limite de cette probabilité quand n tend vers I’infini, quand N tend vers I’infini.

Exercise 4.9 [ESCP] Soit p un réel compris entre O et 1. Une personne lance une piece éven-
tuellement non réguliere et joue a pile ou face, elle a une probabilité p d’obtenir pile et 1 — p
d’obtenir face. Elle gagne dés qu’elle a obtenu deux piles de plus que de faces, elle perd dés
qu’elle a obtenu deux faces de plus que de piles.

1. Quelle est la probabilité pour que la partie dure plus de 2n coups ?

2. Quelle est la probabilité pour que la personne gagne ?

Exercise 4.10 On considere trois urnes Uy, U, et Us. La premiere urne contient autant de boules
rouges que noirs, la deuxieéme un quart de boules noirs et le reste que des boules rouges et la
troisieme un tiers de boules noires et le reste de boules rouges.On tire une boule au hasard d’une
des trois urnes.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge.
2. Sachant que la boule tirée est rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne de 1’urne
Ui
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