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1 Présentation 3

1 Présentation

Le but de ce chapitre est d’étudier la continuité et la dérivabilité des fonctions du type x —
J; f(x,t)dt, ou f est une fonction qui en plus de la variable d’intégration, ici t, elle dépend aussi d’une
deuxieme variable appelée parametre, c’est la variable x.
= Exemple 1.1 en prenant comme fonction f celle définie par: f: X = RxI=[0,4o[— R, (x,7) —

arctan(xt)

1412 -
. X +oo arctant (xt
La fonction F : x — [ == 7—d

est définie pour tout réel x, en effet .

Définition 1.1 — Intégrale a paramétre. Soient X et I deux intervalles de R et soit f une
application de X x I a valeurs réelles ou complexes telle que la fonction # — f(x,) soit continue sur
I et telle que [, f(x,)dt converge.

La fonction : x — [; f(x,7) dr est bien définie sur Iintervalle X et elle s’appelle, intégrale dépendant
d’un parametre

2 Continuité
Définition 2.1 — Hypothése de domination. Soit f une application de X x I a valeurs réelles
ou complexes. On dit que f vérifie ’hypotheése de domination sur X x [ s’il existe une fonction ¢
continue et intégrable sur [ telle que : V(x,1) € X X I, | f(x,1)| < @(1)

p) Pour trouver la fonction ¢ souvent on fait une majoration grossiere. Celle-ci est souvent plus
facile et aussi éfficace que de majorer par sup,x | f(x,7)]

= Exemple 2.1 f: (x,1) = 2 gr oux € X = Retr € 1= [0, +oo] .
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Proposition 2.1 — Continuité d’une intégrale par rapport au paramétre (domination globale).
Si f est une application de X x I a valeurs réelles ou complexes telle que

— Pour tout x € X, la fonction f; :  — f(x,7) est continue sur /;

— Pour tout 7 € 1, 1a fonction f; : x — f(x,t) est continue sur X ;

— f vérifie I’hypothese de domination.
alors, I’application

F:x+—>/f(x,t)dt
I

est définie et continue sur X.

p) Il est évident que si la fonction f est continue sur R X / les deux premiéres conditions sont
vérifiées. Mais cette condition n’est pas nécessaire il suffit qu’il y ait continuité par rapport a
chaque variable.

+oo sin(xt)
t

= Exemple 2.2 Montrer que la fonction f : x — [ e~' dr est définie et continue sur R. .

Cas ou I'hypothése de domination est vérifiée, localement, sur tout segment de x

Il arrive, parfois, que la majoration sur tout I’ensemble X n’est pas possible, on peut dans ce cas,
éventuellement, se contenter de prouver cette majoration sur tout segment de cet ensemble. C’est
I’hypothese de domination locale. D’ou le théoreme

Proposition 2.2 — Continuité d’une intégrale par rapport au paramétre (domination par seg-
ments). Si f est une application de X x I a valeurs réelles ou complexes telle que
— Pour tout x € X, la fonction f : t — f(x,) est continue sur /;
— Pour tout 7 € 1, la fonction f; : x — f(x,t) est continue sur X ;
— pour tout segment S de X, il existe une application @g a valeurs réelles positives telle que
J; ®s(t)dt converge et

Vxe S, Vtel, |f(x,t)] < @s(t) (hypothése de domination sur le segment S)
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alors, I’application
F:x— /f(x,t)dt
1
est définie et continue sur X.

= Exemple 2.3 Montrer que la fonction F : x —]0, +oo] Ww dr est continue sur |0, +oo] .

3 Dérivation sous le signe [;, formule de Leibniz

Proposition 3.1 — Dérivation sous le signe J,. Si f est une application de X x I a valeurs réelles ou
complexes telle que

— Pour tout x € X, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur /;

— Pour tout ¢ € 1, 1a fonction x — f(x,t) est de classe C' sur X ;

— Pour tout x € X, la fonction ¢ — % (x,1) est continue sur /;

— Il existe une fonction ¢ positive, continue et intégrable sur I telle que
of

g(x,t)‘ < @(t) (hypotheses de domination)

alors I’application F : x — [, f(x,¢)dt est de classe €' sur X et

VxeX, Vtel,

d af
vxeX, F' :—/ ,tdt:/— 1) dt 1
xeX, P = o [ fena= [ S (1)
= Exemple 3.1 1. Etudier I’existence, la continuité et la dérivabilité sur R de
oo,
fix r—)/ e " cos(xt)dt
0

2. Déterminer une équation différentielle simple vérifiée par f et en déduire une valeur simple pour
f().

On pourra admettre que f(0) = 4
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Extension au cas ou I'hypothése de domination est vérifiée sur tout segment de X

La dérivabilité et la continuité sont des propriété locales, donc montrer qu’une fonction est de
classe ¢! sur un intervalle ouvert revient 2 montrer que celle-ci est de classe €’! sur tous les segments
de cet intervalle. D’ou le théoreme

Proposition 3.2 — Dérivation sous le signe [, par segments. Si f est une application de X x [ a
valeurs réelles ou complexes telle que

— Pour tout x € X, la fonction t — f(x,7) est intégrable sur /;

— Pour tout ¢ € I, 1a fonction x — f(x,t) est de classe C! sur X ;

— Pour tout x € X, la fonction 7 — % (x,1) est continue sur /;

— pour tout segment S de X, il existe une application yg a valeurs réelles positives telle que

J; ws(t)dt converge et qui vérifie :

d
—f(x,t)‘ < ys(r)  (hypotheses de domination)

VxeS§, Veel,
ox

alors I’application F : x — [, f(x,) dt est de classe €' sur Xouvert et

Vx € X (ouvert), F’(x):jx/lf(x,t)dt:/lgf(x,t)dt ()

= Exemple 3.2 Montrer que la fonction F : x — [, %”‘:2()“)

sur R*

dt est continue sur R, mais de classe C!
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—+oo
= Exemple 3.3 Montrer que la fonction I': x / 17" dt est de classe €' sur |0, +oof .
0

Une récurrence sur k permet d’étendre ces théorémes aux applications de classe € sur X.
~+oo
La fonction I : x — e dr est de classe € sur |0, +oo]

0
Vk €N, Vx>0, TW (x) = [;F*(Int)*r~le " dr
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