TD-SERIES NUMERIQUES

Séries télescopiques

Déterminer la nature des séries dont le terme général u,, est :
au, = ¥Yn— "Wn+1 b. u, =1In (HLH)

1 2 1

n—1 n + vn+1

c.u, = d. u, =

-1
n(n+1)(n+2)

Comparaison aux séries géométriques

Déterminer la nature des séries dont le terme général u,, est :

__ 5"—-3" _ /1 1 \n __ chn
AU =g bwn=(34g)" cun =gy

Utilisation des équivalents

Exercice 3| Déterminer la nature des séries dont le terme général u,, est :

in(
aQty, = M b. u,, = ch (%) — cos (%)
_ 1 1 _ 2 2
i n
e.u, = —=1In 1+%1) f. unzi(p;?)
3
) b= ()"
i = b - = (14 3)"
K o 71,257171,7:"2‘:11 | _ ./ n 1
cUn = gy e VAT

_ Arctan(n®®)
nOL )

a€eR

Regle de d’Alembert

Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs et 1 un réel

positif strictement inférieur a 1.
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Un+41
Un

1. Démontrer que si lim

= [, alors la série Y u, converge.
n—-+4oo

2. Application :Etudier la nature des séries de terme général u,, dans les cas

. 2 o7, Ink)®
suivants : a.u, = (Zﬁl)' b, = %,

(a,b) € R? et cu, =

alam (a > 0).

nm

Séries altérnées

Exercice 5

1. Montrer que la série ) )

vn

converge.

2. Démontrer que

(-U" (=)' 1 (—nn+0< 1>

Vit v n ey \ava

3. Etudier la convergence de la série Yon (1)

NT=g

Etudier la convergence des séries suivantes :

1. unln(1+ (=1 ) 2.¢, a>0
2n+1

Exercices classiques

Soit (un)nen une suite & termes positifs et soit (v, )nen la suite

définie par

Up = U2p + U2n+1

Montrer :

E Uy converge <= 5 vy, converge
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Soient Y uy et > v, deux séries & termes strictement positifs.

En supposant que ces deux séries convergent, étudier la convergence des séries :

UnUn
Z max u’ru Un Z V UnUn;s quad Z et Z V UnpUn41

Séies de Bertrand

Exercice 9| On veut étudier la nature de la série de terme général : u,, =

W, selon les valeurs prises par les réels « et 8. On distingue les cas suivants :

l.a>1:
Montrer qu’il existe un réel v > 1 tel que nll}IJIrloo nYu, = 0, puis en déduire
la nature de la série > wu,,.

2. a<1:
Montrer qu’il existe un réel v < 1 tel que nBI-sI-loo nYu, = +o00, puis en
déduire la nature de la série Y u,.

3. a=1:
Etudier les variations de la fonction t — W, pour t > 1

En faisant la comparaison série-intégrale donner la nature de la série

> uy, en fonction de 3

Applications :Déterminer la nature de la série de terme général u,,, dans les cas

suivants

nw (2L
a.u, = 2 In(n)In (1+ 1) b. u, = y/In(n + 1) — y/In(n) c.u, = ﬁ(nll)

un:M = Y 0% 1

(In(n24n))?

Regle de Raabe-Duhamel

Soient (un)nen €t (Un)nenw deux suites de réels strictement

positifs.
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1. On suppose qu’a partir d’'un certain rang N > 2 :

Un+1 Un+1
— < — (K
Up Uy (E)

Montrer que pour tout entier n > N, wup41 < ﬁan’,], puis en déduire

que si Y v, converge alors > u, converge aussi.

2. On suppose que

e on suppose que « > 1, et on pose v, = n%, ou [ est un réel tel que
1<pf<a.
Montrer que 'inégalité (E) est vérifiée & partir d’un certain rang.
Quelle est alors la nature de la série > u,

e Montrer que si a < 1, alors Y u,, diverge

3. Appliquer ces résultats pour donner la nature de la série de terme général

n"

Un = nlen

Produit de Cauchy

Existence et calcul de :

—+o0

> (n41)37"

n=0

Pour n > 0, on pose :

1. Montrer que la série de terme général w,, converge.
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2. calculer sa somme en admettant que

400 L

X
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Autour de la constante d’Euler (Devoir maison ? ?)

On pose

1 1 "1
un:+ln(1—>, n>2et H, = —
n n k=1k

1. Montrer la convergence de la série > u,

On pose
_1+Z[ —i—ln(l—;)}

2. Etablir
H,=Inn+~v+rnr,

ou

3. 4. On considere la série Z
>1

=

2n 1)°

Montrer, par décomposition en éléments simples que :

N
Z (2n—1) =2 Z 7_H2”_H"

n:l n= N+1

Calculer, alors, la somme Z m

(-1

n )

5. Calculer la somme de la série de terme général v,, = >1on

pourra faire un raisonnement analogue a celui de ’exemple précédent.
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