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1 RAPPEL : COMPARAISON DES SUITES 3

Dans ce chapitre K désigne I'un des ensembles R ou C .

1 RAPPEL : COMPARAISON DES SUITES

1.1 Larelation o : est négligeable
Définition 1.1 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles avec (v,) ne s’annulant pas a partir d’un
certain rang. On dit que (u,) est négligeable devant (v,) si lim “ =0.

n—s+oo Vn

On note u, = o(vy) et on lit u, est un petit ‘0’ de v,, .

— dans le cas ot (uy) et (v,) sont deux suites quelconques la définition précédente est
équivalente a : u, = o(v,) s’il existe une suit (@) de limite nulle telle que a partir d’un
certain rang on a u, = Q,v,

— On peut aussi dire que u, = o(v,) si Ve > 0, AN € N, tel que Vn > N, |u,| < €|v,|

— Enfin écrire que u, = o(1) est équivalent a dire que (u,,) converge vers 0.

1.1.1 regles de calcul
Soient (uy), (vy), (wy) et (t,) quatre suites rélles :
— siu, =o(vy,) et w, = o(vy) alors u, +w, = o(vy)
— siu, = o(v,) alors u,w, = o(v,wy)

(V)
— siu, =o(vy) et w, = o(ty,) alors u,w, = o(vuty)
— siu, =o(v,) et (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang alors i =o(1)

n

1.1.2 exemples de références

1.

ISANNANE e

7.

Si o> 0et B >0alors (inn)P = o(n®) et n* = o(eP™)
Si0 < a < B alors n* = o(nf)

Si0<a<balorsa" =o(b")

Sia>leto >0 alors n% =o(a")
Si0<a<lalorsa”=0(n% VYaeR
Sil <aalors a" =o(n!)

n!=o(n")

m Exemple 1.1 Classer par ordre de négligeabilité, les suites de termes généraux :

—al L
n n

Inn 1
n d‘nlnn

2
—an b.nr? conlnn dZ

*Inn

1.2 Larelation ~ est équivalent a
Définition 1.2 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles avec (v,) ne s’annulant pas a partir d’un
certain rang. On dit que (u,) est équivalent a (v,) si lim “* =1.

n—roo Vi

On note u, ~ v,

2

Un

= Exemple 1.2 un:nz—k%,ona lim % =1.doncu, ~n n

n—soo

— Plus généralement, (u,) et (v,) sont équivalentes s’il existe une suite (g,) de limite
nulle, telle que a partir d’un certain rang ng on a u, = v, (1 + &,).
En reprenant I’exemple précedent on peut écrire :

Uy = n> (1 + n%) avec g, = n% qui tend vers 0; ainsi u, ~ n?
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1.2 Larelation ~ est équivalent a 4

— ou bien u, ~ v, < il existe une suite (&,) de limite 1 telle que a partir d’un certain
rang u, = &,v,

— Si lim u, =1 € R* alors u, ~ [ . Par contre si 1=0 il ne faudra pas écrire que u, ~ 0
n—oo

car cela revient a dire que u, est nul a partir d’un certain rang d’apres la définition.

Proposition 1.1  — Deux suites équivalentes sont de méme signe a partir d’un certain rang.
— Deux suites équivalentes, en cas de convergence, converge vers la méme limite.
— Soient quatre suites (a,), (by), (cn) et (d,) telles que a, ~ b, et ¢, ~ d,, alors a,c, ~ byd,
etsi (cu) et (d,) ne s’annulent pas a partir d’un certain rang alors £ ~ Z—:

Pour tout réel o # 0, uy ~ v

Proposition 1.2 — Recherche d’équivalents. — Si u, = f(n), souvent on fait un développe-
ment limité au voisinage de +ocet un équivalent de u,est le premier terme de ce D.L.
— Si u, = P(n)est une fonction polyndmiale de n, un équivalent de u, est le terme de plus haut

degré.

— Si est une fonction rationnelle de n, un équivalent de est le rapport des termes de plus haut
degré.

n Exemple 1.3 sin(1) ~ Letin(1+1) ~ 1. .

R ) [Attention aux opérations sur les développements limités]
Il faut faire trés attention en manipulant des opérations algébriques avec des équivalents.
Par exemple, s’il est vrai qu’au voisinage de 0, cosx ~ 1 +x, on ne peut pas, par contre ,
en déduire que cosx — 1 ~ x. En effet si le premier terme de cette équivalence est unique le
second terme ne 1’est pas, car on a aussi cosx ~ 1 —x%oucosx~1+ %x2. Maintenant si on
veut connaitre 1’équivalent exact de cosx — 1 il faut utiliser un développemnt limité :

cosx =1—1x +0(x?) donc cosx — 1 = —1x? +o(x?). On en déduit que cosx — 1 ~ —1x?
Il est donc tres recommandé de connaitre les DL des fonctions usuelles :
ﬁ 1= In(1+x), In(1 —x), sinx, cosx, €*, chx, shx et (14+x)%

Proposition 1.3 — Formule de Taylor-Young au voisinage de a. Soit f une fonction de classe
%" au voisinage de a. On a :

f(x)=f(a)+ @f’(a) + frac(x—a)*2!f"(a) —i—....frac(x—a)”n!ﬂn)(a) +o(x—a)"

Proposition 1.4 — Développements limités usuels au voisinage de 0. Soit a € R.

et = 1+x+;‘ —i—ij —i—;cj +)565’ +.. —i—ix "+ o(x")

sh(x )_x+)363' +35€5' —I—X7 L +m 2ty o (x2m42)
ch(x) = 1+)262, +Z4 +)666, + .t (21)|x2"+0(x2"“)
sin(x) —x—)63—|—)565'_)7c7'+ +(2(n—11-)1n)!x2n+1+0(x2n+2)
cos(x)=1— ;2'4—;6:: — 26' I ((2i;:x2n Fo(x2+)

3 5
X 2x 17x7
tan()—x+ + S+ +o(x®)

15 315
x* x? xt ala—1)(a—2)...(a—n
(1+x)* =1+ax+a(a 1)2 +a(a—1)(a-2)3; +a(a—1)(a—2)(a~ 3)4' Ly ta—1)( i? (a=nt1) ..,

o(x")
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1.3 Exercices 5

VItx=143x— g2+ 43 — Zext +o(x°)

1
— =1—x+2 -+ + .+ (-1 +o(x")
14+x
1
1 =14+x+x2 4+ +xt+ . 4+ +o(x")
—X
2 3 4 _1n+1
ln(1+x):x—);+);—);+...+(,2x”+0(x”)
2 3 4
x° x X 1
In(l—x)=—x—"%—=>—="—— — =X+ o(x"
il=0)=—x=5-3"% 5 o)

1.3 Exercices

Exercise 1.1 Pour tout n € N*, on pose , u,, = (SSinni2 + %cosn)n
Montrer que (u,) converge vers 0. .

Exercise 1.2 Montrer que deux suites u et v équivalentes en +oo, sont de méme signe a partir
d’un certain rang.
Quel est le signe de u,, = sin% — th% (th= %) au voisinage de +oo. u

Exercise 1.3 Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes et donner leur limite :
a) u, = (n+3Inn)e” "+Y

In(n?+1)
b) u, = e
V2 +n+1 .
)

C) uy =

Exercise 1.4 déterminer les développements limités a I’ordre demandé des suites (u;,) suivantes :

cos( 1 )

a)un: I’l2+

3|

al’ordre 4.

1
1\ 5 1
b) u, = (ch:)" alordre 2.
In(ch(L
Q) ty = "
d) u, =nin(n+1)— (n+1)inn n
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2 Séries A termes dans K 6

2 Séries d termes dans K

Généralités
Définition 2.1 Soit (u,), une suite a valeurs complexes ou réelles. A celle-ci, on associe la suite
(Sy)n définie par :

n
VvneN S,=Y w=ug+u +...+u,.
k=0

On appelle série de terme général u,, la suite couple (u,,S,), . On la note Y u, .
S, s’appelle la somme partielle au rang n de la série ) u,

Définition 2.2 — Convergence, divergence. 1. On dit que la série ) u, est convergente
dans K, si la suite (S, ), converge dans K, sinon la série )" u, est dite divergente .
2. En cas de convergence, on appelle somme de la série } u, le scalaire : lirJrrl S,. Elle est
n—s+oo
+o0

notée Y u,.
n=0

= Exemple 2.1 Etudier la convergence de la série de terme général u, = % Puis, calculer sa
somme. "

Définition 2.3 — Nature d’une série. Etudier la nature d’une série revient 2 étudier sa conver-
gence ou sa divergence.

Deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes ou toutes
les deux divergentes.

p) Lanature d’une série reste la méme si on modifie ses premiers termes.

Définition 2.4 — Reste au rang N d’une série convergente. Soit ) u, une série conver-
gente. Pour tout entier naturel N, on définit le reste au rang N de la série } u,, par le scalaire

o0 N +o0
Ry=Y up— Y up= Y uy
n=0 n=0 n=N+1

Abdelhag ABDELQARI



2.1 Généralités Vs

m Exemple 2.2 Donner le reste au rang N de la série de terme général u, = 3% "

Proposition 2.1 — Combinaison linéaire de séries convergentes. Soit Y u, et Y v, deux séries
complexes convergentes et A un scalaire, alors la série Y (u, + Av,) est convergente et on a :

oo

+oo 4o
Z (thy + Avy) = Z u,+A Z Vi
n=0 n=0

n=0

Autrement dit, I’ensemble des séries complexes convergentes, SC(C), est un C-espace vectoriel

— SiA  #0,Yu, et Au, sont deux séries de méme nature, par linéarité.
— Si Y u, et ¥ v, ne sont pas de méme nature, alors la série Y (u, + v,,) est divergente.
— Si les séries Y u, et Y v, sont divergentes alors la série Y. (u, +v,) peut converger
comme elle peut diverger.
= Exemple 2.3 Etudier les natures des séries de termes généraux u,, = 31—,, — % etv, = %, puis celle

de leur somme. .

Proposition 2.2 — convergence d’une série a termes complexes. La série Y z, est conver-
gente si, et seulement si les séries réelles ) Re (z,,) et Y. Im(z,) le sont. On a alors :

ZZ” = ZRe(zn)—}—iZIm(zn)
n=0 n=0 n=0

. n
= Exemple 2.4 Etudier la série ¥ (13)" et en déduire I'étude des séries ¥ (%) cos 2t et
v2\" i nm
Yy (7 sin 7. "
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2.2 Condition Nécessaire de convergence, divergence grossiere 8

2.2 Condition Nécessaire de convergence, divergence grossiére

Proposition 2.3 — Condition nécessaire de la convergence d’une série. Si la série Y u,, est
convergente , alors lirf u, = 0. La réciproque est fausse
n——+oo

Si lil_ll_l u, # 0, on dit que la série } u, diverge grossierement.
n—r—oo

Preuve

R ) Attention, ce théoréme est a utiliser dans le bon sens, ce n’est pas parce que le terme général
tend vers O que la série est convergente comme contre exemple : la série harmonique ):% son

terme général tend vers 0, pourtant elle est divergente, car S, = 1+ % + % +.+ % ~Innet
donc §,, — +oo

Proposition 2.4 Si une série } u, est convergente, alors sa suite (R,), des restes partielles tend
vers 0.

Preuve

3 Exemples fondamentaux

3.1 Série arithmétique
C’est la série dont le terme général s’écrit u,, = nr (r € C); dans ce cas :

n(n—l—l).

Sp=r 7

Donc si r # 0, alors (S,), est divergente et par conséquent la série Y u,, est divergente aussi.

3.2 Série géométrique
C’est la série Y upq” ou ug et g sont des nombres complexes. g est appelée la raison. On a les
résultats suivants »
1. Sig#1,S, :uo%.
2. Sig=1,S,=n+1.
Ainsi,

Abdelhag ABDELQARI



3.3 Série télescopique 9

La série géométrique Y u, est convergente si, et seulement si |g| < 1

Et on a le résultat,

. too k 1 too k n+1
Si|g| < 1,alors Y, ¢* = To¢Rn= ¥ ¢ = ql_q
k=0 k=n+1

= Exemple 3.1 Etudier la nature de la série de terme général : Y e ™"

3.3 Série télescopique
Définition 3.1 C’est la série dont le terme général s’écrit u,, = v, 1.1 — v, OU Uy, = vy, — Vi1 OU
(vn)n est une suite.

On a donc la propriété suivante :

Proposition 3.1 La série téléscopique Y v,+1 — v, converge ssi, la suite (v,), converge.
Dans ce cas, on a :

—+oo

L (e =ve) = fim v, v

» Exemple 3.2 Etudier les séries zm et Yin(1+ 1) .

4 Séries a termes positifs

p) Dans cette partie, les résultats qui seront €tablis sont valables pour des séries } u, dites
positives, c’est-a-dire dont le terme général est un réel positif (u, > 0) pour tout entier n.
En réalité, comme la modification d’un nombre fini de termes d’une série ou sa multiplication
par -1 ne modifie pas sa nature ces résultats sont aussi applicables pour des séries de signe
constant (positif ou négatif) a partir d’un certain rang.

4.1 Caractérisation de la convergence par majoration des sommes partielles
Proposition 4.1 Soit } u,une série a termes positifs; ) u, est convergente si, et seulement si, la
suite (S,) est majorée.

Dans ce cas :
~+oo

n;)un = ngrEan =Sup{S,; neN}

Si (8,,) n’est pas majorée alors elle diverge vers + et ) u, diverge aussi.
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4.2 série majorante, série minorante. 10

Preuve

4.2 série majorante, série minorante.
Définition 4.1 On dit que la série }" v, est une série majorante de la série Y u, si, et seulement si
Y v, est une série positive qui vérifie : Vn € N, up < vp .
On dit que la série } v, est une série minorante de la série ) u, si, et seulement si } v, est
une série positive qui vérifie : Vn € N, 0 <vp < up

Proposition 4.2 — Critére de comparaison . Soient Y u, et ¥ v, deux séries a termes positifs .
On suppose que Y v, est une série majorante de la série Y u,, : Vn € N, u, <v,, , alors

—+oco —+oco
i si ) v, converge alors ) u, converge aussietona:0< Y u, < Y v,.
n=0 n=0

ii siY u, diverge alors } v, diverge aussi.

Preuve

= Exemple 4.1 Etudier la nature de la série de terme général Y Ty -

4.3 négligeabilité et équivalence

Proposition 4.3 — Convergence par négligeabilité. Soient ¥ u, et Y v, deux séries a termes
positifs telles que :
a partir d’un certain rang u, = o(v,) on a alors les résultats suivants :

i Si) v, converge, alors } u, converge.

ii Si Y u, diverge , alors Y u, diverge.

Preuve
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4.3 négligeabilité et équivalence 11

= Exemple 4.2 Etudier la nature de la série de terme général Y2 % . "

Proposition 4.4 — Convergence par équivalence. Soient Y u, et Y v, deux séries a termes
positifs telles que u, ~ v, , alors ¥ v, et ¥ u, sont de méme nature.

Preuve

n Exemple 4.3 Etudier la nature des séries de termes généraux u, =In (1+ 5, ) etu, =e— (1 + %)n
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4.4  Série de Riemann 12

4.4 Série de Riemann

Définition 4.2 On appelle série de Riemann, toute série de la forme Y ,%a oua €R.
n>1

Proposition 4.5 La série de Riemann ) ,%a converge si et seulement si o > 1 .
n>1

Preuve

= Exemple 4.4 Etudier la convergence des séries de terme général :

_ 1 ). . n+l _ n+n+1
Uy = In (1+\/ﬁ>’v”_n3+5n+4 ’W”_ln<n2+n—l) .

Proposition 4.6 — Utilisation de la régle de Riemann (hors programme). Soit Y u,, une série

a termes positifs. S’il existe un réel o > 1 tel que lirf n%u, = 0, alors la série Y u,converge
n—-oo

Preuve
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4.5 Regle de D’ Alembert 13

p) Cette propriété est hors programme mais vous en aurez besoin souvent pour les exercices; il
faut savoir donc refaire la démonstration comme dans 1’exercice suivant.

= Exemple 4.5 Etudier la nature de la série de terme général u,, = 2 "

3
n2

4.5 Regle de D’Alembert

Proposition 4.7 — Régle de D’Alembert. Soit ) u,une série a termes strictement positifs , on
suppose que lim “l = 2.
ppose que um

n

1. 0< A<l = Y u,estconvergente
2.4 > 1 = Yugestdivergente (grossierement)

3. SiA =1, alors on ne peut rien conclure sur la nature de la série Y u,,.
Toutefois, si lim “£L = 1Talors ¥ u, est divergente
n—s—+oo Un
[0)
>
5
o
o

e

= Exemple 4.6 Etudier la nature de la série de terme général u_ o
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4.6 Séries de Bertrand (hors programme) 14

R

On veillera a ne pas appliquer ces propositions a des séries complexes ou a des séries dont les
termes ne sont pas de signe constant, sauf pour établir I’absolue convergence.

4.6 Séries de Bertrand (hors programme)

o>1
Proposition 4.8 La série dite de Bertrand ) 0(111 7 converge < < ou
n n
o=1 e B>1
m Exemple 4.7 )} Wlnn converge et )’ - \/lth diverge (mais a justifier) "

5 Séries alternées
On s’intéresse ici a des séries numériques réels

Définition 5.1 — Séries alternées. Une série ¥ u,, est dite alternée si, pour chaque n, u, | est
de signe opposé a u,,.
Souvent son terme général s’écrit sous la forme u, = (—1)"|u, | ou u, = (—1)" 1 |u,|

= Exemple 5.1 } \(/% Y.cos(nm)e™

Théoréeme 5.1 — Critére spécial des séries alternées CSSA. Soit ) u, une série alternée.
Si la suite (|u,|) décroit, et tend vers 0.
Alors la série ), u, converge. De plus, si on note R, son reste, défini par

alors on a |R,| < |u,+1| et le signe de R, et celui de w1

Autrement dit, la dernieére inégalité nous dit que le reste est toujours majorée (en valeur
absolue) par le premier terme négligé. On peut aussi prouver que la somme d’une série alternée
est toujours encadrée par deux sommes partielles consécutives.
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5 Séries alternées 15

Preuve

s Exemple 5.2 Etudier la nature des séries Y u, suivantes :
—1)" -1
L=, (ED e
n
2 | |
T

3 — cos(n°m)

nlnn
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6 Séries absoluments convergentes 16

6 Séries absoluments convergentes

6.1

Convergence absolue
Les séries étudiées dans cette partie sont des séries a termes complexes ou réels quelconques

Définition 6.1 Une série Y u, est dite absolument convergente (AC) si, et seulement si, la série
Y |un| converge.
Une série qui converge mais qui ne converge pas absolument est dite semi-convergente.

= Exemple 6.1 Etudier la convergence absolue de la série ¥ (1 + 1i)" .

Proposition 6.1 — Combinaison linéaire de séries absolument convergentes. Soit Y u,et
Y v, deux séries complexes absolument convergentes et A un scalaire, alors la série Y (u,, + Avy,)
est absolument convergente.

Autrement dit, I’ensemble des séries complexes convergentes, SAC(C), est un C-espace
vectoriel

Preuve

Proposition 6.2 — convergence des séries absolument convergentes. Toute série Y u, ab-
solument convergente, est convergente et on a la majoration :

+oo +oo
Z uy| < Z ’un’
n=0 n=0

(Non exigible)

Preuve
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6.2 Produit de Cauchy 17

— Cas ou u, estréel :

On pose u;” = max(u,,0) et u; = max(—u,,0) . Les deux séries sont positives et elles
vérifient
ub < |up| et u, < |u,| D’ol leurs convergences d’apres le critere de comparaison. La
conclusion est obtenue en remarquant que u,, = u,J{ —u, .

— Cas ou u, est complexe :

On se sert du résultat précédent en constatant que si la série est absolument convergente
les parties réelle et imaginaire sont aussi absolument convergentes (|Re(u,)| < |u,| et
[Im(u,)| < |uy| ). D’ot la convergence de ces deux parties et par la suite la convergence
de la série Y u, .

= Exemple 6.2 Etudier la convergence de la série ¥ (:l—;)n n

p) Etudier I’absolue convergence revient a étudier des séries a termes positifs et donc tous les
criteres de convergence vus dans la partie précédente sont valables

6.2 Produit de Cauchy

Définition 6.2 — Produit de Cauchy de deux séries. Soient Y u,et Y v, deux séries a termes
dans K.

le produit de Cauchy de ces deux séries est la série ) w, définie par :

n
VneNw, = Z UpVi—k
k=0

Proposition 6.3 Si ) u,et ) v, sont deux séries absolument convergente alors la série produit } wj,
est absolument convergente et on a :

oo oo +oo
Yown=| Yo || L
n=0 n=0 n=0
2
8 (Non exigible)
a
» Exemple 6.3 Soit a € C tel que |a| < 1. En utilisant un produit de Cauchy de deux séries
oo
identiques, retrouver le résultat Y. (n+1)a" = (1ja)2 .
n=0

p) Laconvergence absolue des séries ) unet ). v, estune condition nécessaire pour la convergence
L . O
de la série produit }_ w,. Comme contre exemple on peut poser u, = v, = 75 buis étudier
leur série produit.
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6.2 Produit de Cauchy
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