
Partiel MM242 2020-2021

Barême : ExerieI 4 pts, ExerieII 6pts, ExerieIII 4pts, ExerieIV 6pts

Les exeries I et II sont à rédiger sur une opie puis les exeries III et IV sur une autre opie

Exerie I

Soit U le sous-ensemble de R
2
dé�ni par U = R

∗

+ × R et φ l'appliation dé�nie sur U par :

φ(x, y) = (u, v) = (x, xy)

1. Déterminer V = φ(U) (faire un dessin).

2. Démontrer que φ est bijetive et de lasse C1
de U sur φ(U).

3. Soit f et g deux fontions de lasse C1
dé�nies respetivement sur U et sur V, et à valeurs dans R,

telles que f = g ◦ φ . Exprimer les dérivées partielles d'ordre 1 de f en fontion de elles de g, de u

et de v.

4. Soit l'équation aux dérivées partielles :

(1) x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= xy2

Montrer, en appliquant le hangement de variables dé�ni par φ, que l'équation (1) s'érit :

(2)
∂g

∂u
=

v2

u2

5. En déduire l'ensemble des solutions de (1) sur le domaine U .

Exerie II

1. Soit x un réel stritement positif �xé.

(a) Montrer que l'intégrale

∫

+∞

1

e−xt

t
dt est onvergente.

(b) Montrer que, pour tout t ∈ [1,+∞[, 0 6
e−xt

t
6 e−xt

.

() En déduire que 0 6

∫

+∞

1

e−xt

t
dt 6

1

x

(d) Montrer que la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par t 7→
e−t − e−xt

t
, admet une limite quand t → 0+,

dont on donnera la valeur.

(e) Déduire de e qui préède que l'intégrale

∫

+∞

0

e−t − e−xt

t
dt est absolument onvergente.

2. On désigne désormais par F la fontion qui à x > 0 assoie F (x) =

∫

+∞

0

e−t − e−xt

t
dt.

(a) Soit c un réel stritement positif. Montrer que la fontion F est de lasse C1
sur l'intervalle

[c,+∞[ et donner l'expression de F ′(x) à l'aide d'une intégrale.

(b) En déduire que F est de lasse C1
sur l'intervalle ]0,+∞[.

() Caluler F ′(x) puis F (x), pour tout x ∈]0,+∞[.
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3. Soient a et b deux réels véri�ant 0 < a < b.

(a) Montrer que l'intégrale I(a, b) =

∫

+∞

0

e−at − e−bt

t
dt est onvergente.

(b) Montrer que I(a, b) = F (b/a). En déduire la valeur de I(a, b).

Exerie III

Soit f la fontion dé�nie sur R
2
par f(x, y) = x3 − 3x(1 + y2).

1. (a) Justi�er que f est C2
sur R

2
.

(b) Caluler les dérivées partielles

∂f

∂x
et

∂f

∂y
, puis montrer que(1, 0) et (−1, 0) sont des points

ritiques de f.

() Ces points sont-ils des extrema loaux ? Justi�er votre réponse.

2. Dans ette question on veut restreindre l'étude des extrema sur le disque

D = {(x, y) | x2 + y2 6 1}

On posera alors g(x, y) = x3 − 3x(1 + y2), g étant restrition de f sur e disque.

(a) Justi�er l'existene, pour la fontion g, d'un maximum global A et d'un minimum global a sur

D.

(b) Justi�er pourquoi es extrema ne peuvent-être atteints que sur le erle

C = {(x, y) | x2 + y2 = 1}

() Donner alors les valeurs de A et de a

Exerie IV

Dans un jeu, un individu dès qu'il réalise un sore supérieur ou égal 1000 points dans une partie peut

refaire une autre partie. On note p ∈]0, 1[ la probabilité de perdre une partie. Dans un premier temps, il

joue plusieurs parties jusqu'à perdre. On note X le nombre de parties e�etuées (y ompris elle qu'il a

perdue).

Dans un deuxième temps, si "X=n" il e�etue n tirages d'une boule ave remise dans une urne. Il

gagne autant de adeaux que de boules blanhes tirées. On suppose que la probabilité de tirer une boule

blanhe est aussi égale à p et on pose Y la variable aléatoire égale au nombre de adeaux gagnés.

1. Préiser la loi de X, puis donner son espérane et sa variane. et

2. Préiser la loi onditionnelle de Y sahant X = n, puis donner PX=n(Y = k)

3. En déduire la loi du ouple (X,Y ). On pourra utiliser la formule P (A ∩B) = PA(B)P (A)

4. On admet que :

∀x ∈]− 1; 1[,
1

(1− x)k+1
=

+∞
∑

n=0

(

n+ k

n

)

xn

Prouver que la loi de Y est donnée par :

∀k ∈ N
∗, P (Y = k) =

(1− p)k−1

(2− p)k+1
et P (Y = 0) =

(1− p)

(2− p)

5. Soient λ ∈]0, 1[ , U une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre λ et V une variable aléatoire

géométrique de paramètre λ, indépendante de U . On note Z = UV .

(a) Sans aluler sa loi, aluler l'espérane de Z.

(b) Pour k ∈ N , aluler P (Z = k) (on pourra traiter séparément le as k = 0).

() Caluler la variane de Z.

6. En déduire que Y a même loi qu'un produit de deux variables aléatoires indépendantes, l'une étant

une variable de Bernoulli et l'autre une variable géométrique de même paramètre.
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