12 Le 13 octobre 2016

Mathématiques, corrigé de ’examen du module MM 232

Exercice n°1 :

—x

1. Ve e R, -z € R et g(—x) = e / e'?dt. En faisant le changement de variable u = —t (licite car de

0
classe C' sur R), on obtient :

o) = [ e () = ~glo)

2. a. L’équation homogene est (H): 3"+ 2y = 0 dont les solutions sont les fonctions h définies sur R par :

2

hewes e 20— yow
Ici, A est une constante réelle quelconque.

xr
2
b. la fonction ¢t — €' est continue sur R donc la fonction w : z — / e'? est dérivable sur R et Vz € R,
0

u'(z) = ¢®". Ainsi la fonction g, par produit, est dérivable sur R et
’ N 2 x? 2 [T 4
vz e R, ¢'(x)=—2ze" / e +e T e" = —2xe” / e +1
0 0

En remplacant y par g et y’ par g’ dans ’équation (FE), on vérifie bien que :
VeeR: g¢'(z)+2zg(x) =1

g est bien solution de (E).

c. Toute solution de ’équation compléte (E) est la somme d’une solution générale de (H) c’est a dire de
la forme de h et d’une solution particuliere de (E) par exemple g. Ainsi les solution de (E) sont les
fonctions définies sur R par :

xT
2 2
T e P e " / et?
0

3. Analyse :

a. Soit g a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme y.

La fonction y étant la somme d'une série entiere définie sur | — R, R[ donc elle est de classe C*. Donc
si y est solution de (FE) alors nécessairement :

+oo —+oo
Znanx"_l +2 E anz" Tt —1=0
n=1 n=0

Soit par changement d’indices :

“+o0 —+oo
Z(n + Dappi2™ + Z 2a,_12" —1=0
n=0 n=1
—+o0
ou encore : a; — 1 + Z[(n + Dapt1 + 2a,-1]2" = 0.
=1
Par unicité du dévelo%pement en série entiere de la fonction nulle, y est solution de (E) si nécessaire-

ment :
ap—1=0etVn e N*, (n+1)ant1 +2a,-1=0

Une condition nécessaire qui s’écrit encore, par changement d’indice :
ap=1letVneN, (n+2)ant2+2a,=0 (R)
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b. D’apres la relation de récurrence (R) : on obtient :

-2 -2 -2 -2 -2
a3 = —a; = —, a5 = —a3z = — — et une démonstration par récurrence simple montre que :
3 3 5 5 3

-2 -2 —2-2 (-1)p2%
2p+12p—-17"5 3  (2p+1)!

VpeN, agpp1=

c. On refait le méme raisonnement pour les coefficient d’indice pairs, on obtient :

_1)P
VpeN ag = (7,)@0
p!
Alors que les coefficient asp 1 sont bien définis, ceux d’indices pairs dépendent uniquement de la
constante ag
4. Syntheése :

Soit E anx™ la série entiere déterminée par les coefficients précédemment proposés. Une telle série entiere

peut s’écrire, E agpx2p—|— E a2p+1x2p+1.
p>0 p=>0

En posant u,(r) = az,z?" et v,(z) = agpr12°P, on a
wr@| _ P @) 2e+D
up(z) p+1 up(x) 2p+3)(2p+1)

Ces deux rapport ont pour limite 0 lorsque p tend vers +o0o. Ceci assure la convergence absolue des deux
séries quel que soit le réel x, d’apres le critéere de D’Alembert. Leur rayon de convergence est R’ = +oc0. y
étant la somme des deux séries, donc d’apres le cours, son rayon de convergence est R > R'. Soit R = +oo.
De plus par les calculs ci-dessus y est aussi solution de 1’équation différentielle (E).

5. On a g(0)=0 et g est solution de (E), donc g est 'unique fonction vérifiant le probleme de Cauchy
y(0) =0et y +2zy=1.
D’autre part la série entiére y qu’on vient de calculer est aussi solution de (F). En lui imposant la condition
y(0) = 0 c’est & dire ap = 0, on aura g = y par unicité du probléme de Cauchy. Les coefficients d’indices
pairs sont donc nuls et un développement en série entiere de g s’écrit :

+o0 no2n
(_1) 22 2n+1

Vz € R, g(x)zzi
— (2n+1)!

Exercice n°2 :

1. « ¢ est dérivable sur R’ comme composée et produit de fonctions dérivables.
Pour x > 0:
1 1

@l(m): 3€m+f><ﬁ><e

T
2(E+1 1
= — x4 ex

Le signe est évident pour z > 0, on a : ¢'(z) > 0 pour z > 0.
On en déduit que ¢ est croissante sur R .

1 2
e limyp = lim —e* =400 (pas de forme indéterminée ici).
0T S0 22 oo (p )
limy = lim —er =0 (encore une fois pas de forme indéterminée).
—+o0 r——+o00 I
x |0 +00
f'(x) -
+0oo
1@FN
. . - L X EkE+1
2. La fonction ¢ est continue (car dérivable) et décroissante sur R, donc pour tout ¢t € | —; :
n.n

o(5) setr<e(5)

Par croissance de 'intégrale :
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k+1 k+1 k41

/ETQD(%) dtéﬁTw(t)dt<LT¢(%> dt

On en déduit :
k41

1 1 n 1
7¢<7k+ )</ w(t)dt<f<p(ﬁ>
n n k n n

n

3. D’apres ci-dessus on a :
k41

lw(k+1)</ ' @(t)dt<l¢<ﬁ>
n n k n n

Et aussi en changeant k en k — 1 :

1 [k B 1 (k-1
*@(*) </ @ (t) dtéﬂp( )
n n k-1 n n

n
D’ou en conservant les inégalités de droite pour la premiere ligne, et de gauche pour la seconde :
k+1

k
= 1 [k "
/ (1) dtgfcp(f) g/ p(t) dt
I n’\n Bt

4. D’apres ci-dessus :
N L kf1 N 3 N Lk
< — — ] <
> [ emas<yle(G) <X [ ma

Avec la relation de Chasles on obtient :
N1 N N

[T ewasyte(i)< [ ema

3
3

n

5. a. Vérifions la convergence lorsque N — +o0o des intégrales de la question précédente :

» ( est continue et positive sur R} ;

et) 3 v 11 _ (i)
+ _t2<p(t)_\/ie Pl donc<p(t)t_;ooo 7))

3

3

+oo 3

o / a dt converge car intégrale de Riemann avec 3 > 1.
1 2

—+o0
D’apres le théoreme sur les intégrales et la négligeabilité, on en déduit que / ¢ (t) dt converge.
1

“+oo
1l en est de méme pour / p(t) dt

n—1

n

1 k
b. On remarque de plus que la suite (attention, l'indice est N!) (Z — ())
NeN

1 k
e est croissante car pour tout k € [n,N] ona —¢ <7) >0;
n’ \n

“+o0o N

e est majorée par /
n—1

@ (t) dt) , suite

©(t) dt (qui majore la suite des intégrales (/
NeN

n—1
n

croissante et convergente donc majorée par sa limite) ;
e donc qu’elle converge.
Sa limite lorsque N — 400 a donc un sens.
c. Conclusion avec le théoreme d’inégalité et passage a la limite pour les suites :
400 +oo 1 k +o00
t) dt < — (—) < / t) dt
[ewasyie()< [ e
6. Une primitive de ¢ sur R est t — —e¥ (on a reconnu —u'e").
Donc avec la question précédente (tout a un sens la convergence étant prouvée) :

TS e () <

n

On calcule :
—+oo
1 k n
-1 — <f) <en—1 —1]
e ;ncp - e
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Par passage a la limite en n et avec le théoréme des gendarmes :

X1 [k
li —p(Z)=e—1
dm 3 e ()=

Or:
. - 2
—=n n —=n k
+o0 1
=0y et
k=n
Donc on obtient le résultat souhaité :
+oo
li ek =e—1
i n D et =e

Exercice n°3 :
PARTIE A :

z
1. ouO:/ ]_dt:ﬂ'

. ulz/ costdt

HE, =2

EEIVN

[SE]

S
S
Il
2
=8

E
1+ cos(2t)

2 donc :

cos?tdt or cos?t =

<
N}
I

(2t) dt

—
w3
—
+
o
o
2]

INE

L]

S

Il
N~ N ‘\,
P

w0

=

=
—~

[\~

~
~

[E—
[ME]

—
~
+

N[ =

jus
2

t) =sint t) = n g
2. Soit n € N*, on effectue une IPP en posant u,( ) =sin et v/( ) = cos _ »
u'(t) = cost v'(t) = —nsintcos" "t

T
qui sont de classe C! sur [f ; f].
Bl

2
Up4+1 = [sint cos™ t]% f/ —nsin®tcos™ 1 tdt

z
=0+ n/ (1 —cos?t)cos™ 1 tdt

i
2
s

z 5
= n/ cos" 1 tdt — n/ cos" T ¢ dt
_% —

On a obtenu :

(M)

Upt1 = NUp—1 — NUpy1 <= (N + Dtpt1 = nup_1
3. Pourn>2:
(n+ 1upt1un = nuy—1u, d’aprés la question précédente
= nuy,u,—1 on réutilise la question précédente en modifiant nen n—1: nu, = (n — 1)up—o
= (n — 1)up—_1un—o donc de proche en proche :

= 2U2U1
= 1U1’LLO
=27
m
2

T
0 < cos™ ! < cos™ sur {—5; 5]
Par croissance de I'intégrale il vient :

T
4. Comme sur [75; ] la fonction cos est a valeurs dans [0; 1] alors pour tout entier naturel n :
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0 < Unt1 < up
(un)nen est décroissante.
5. D’aprés la question 3. pour tout n € N* :
(n+ Dupypru, =27
Et par décroissance de (up)neN :
Upt1 < Up
D’ou :
(n + Dty 11, =21 < (n+ 1)u?
De méme :
NURUp—1 = 270
Up < Up_1
Nous donne :
nu? < (n 4 Dupt, 1 = 27
6. Soit n entier naturel.
On sait déja (question 4.) que u, > 0.

Or comme de plus ((n + 1)un+1un) est constante et non nulle alors u,, ne peut pas s’annuler.

neN
7. Comme pour tout n € N, u, > 0 alors d’aprées 5. :

2w 2
nui<2w§(n+1)ui<:>\/:§ung\/:

En conséquence directe du théoreme des gendarmes :

/2T
n ~ -
n—-+oo n

PARTIE B : Expression de la série entiére réelle g Upx™

2T . . 2T
Up, ~ 4/ — donc le rayon de convergence de E upx™ est le méme que celui de E —z"
n—+00 n n

. s . s /27
On peut alors utiliser le critere de D’Alembert pour les séries entiéres car {1/ — ne s’annule pas pour
n
neN*:

/ 2w
n+1
V n+1 notoo

Donc le rayon de convergence vaut 1.
2. Soit z €] — R; R :

400 +oo b
Zuwk = Z (/ cos” tdt) z"
k=0

k=0

—Z(/

(On admet Uinterversion entre intégrale et somme, celle-ci ne relevant pas du théoréme d’intégration des
séries (lintégration étant en t et pas en x), mais d’une convergence dominée. . .)

w3 NH

¥ cos® ¢ dt)

/ﬂ <Zx cos t) dt

—+o0
k . foa g
<Z (x cost) ) dt avec |z cost| < 1 on reconnait une série géométrique,

k=0
dt

:[ﬂ 1 —xcost
2
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