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1 Exercicel

1. (a) f:t+s 299t oot continue et positive sur [0, 400 avec f(t) ~ ~ 53 OF f 2o t2 converge

12
(Riemann), donc J = [ f(t)dt converge.
(b) En faisant le changement de variable u = % (licite car de classe C! et strictement
décroissante.), on a du = —% soit dt =
;N 0 arctan(%)
DOUJ:I+OO—1+H% ( ug)—_[

(¢) Une primitive de f est t — 3(arctant)?, donc

1 400 7T2
J = |=(arctant)? = —
orctnty] =%
L. 2 (1+r )—2zarctanz —ozarctanz
2. (a) f est dérivable et f'(x) = e (5222 =1 (21+x2§2

(b) fest continue, positive et décroissante & partir de ¢ = 7, donc Y 45" et f;oo f(t)dt
sont de méme nature, c’est a dire elles convergent.

2 Exercice 11
l.(a) f:tm % est continue et positive sur [0, +oo[ et f(t) ~ i—i = ti% Or f1+°°;1—%t
converge (intégrale de Riemann) donc par équivalence f0+oo f(t)dt converge.
(b) Par dérivation et intégration on a:
(arcsinz)’ = \/1—7 =1+ 127 + o(z?), puis arcsin(z) =T+ s 4 o(a?).

On en déduit que 3 L _arcesin (;) = —1 (i)3+0 ((l)?’) &% Or f1 t3 converge,

6 \t3 t3
donc f (— — arcsin ( )) dt converge.

2. (a) u, > 0, donc on peut utiliser le critere de D’Alembert :

Untl In(n+1)
24l — ]im =0<1, donc ) u, converge.
n—+oo n+l ’ Z " &

(b) On a |u,| < 2. Or 3 (2)" est une série géométrique de raison entre -1 et 1 stricte-
ment donc elle converge et par majoration »  u, converge.

3 Exercice 111

1. (a) fest dérivable par opérations et par dérivation de la fonction In sur [e, o0 et f/(t) =

% Une dérivée strictement négative sur [e, 400 et donc f est strictement

décroissante sur [e, +00].



(b) les valeurs f(e) = % et tli+m f(t) = 0 permettent de tracer une courbe sommaire de
—+00
f:

1
(¢) En constatant que f(t) = ) On peut calculer :

+00 dt _ i
fe t(In(t)2 — )\l_lff [ln(t)]

(d) f est continue, positive et strictement décroissante sur [e,+oo[, donc > f(n) et

=1 donc f W converge.

f:oo t(ldw sont de méme nature. Par conséquent la série converge.
2.(a) ¢'(t) = % < 0 sur [e,+00], donc g est strictement décroissante sur [e, +00].
(b) tEeroo t2g(t) = tEeroo \[l @ = 0- Donc g(t) = = ( > Or f converge (Riemann)

donc par négligeabilité f;oo g(t)dt converge.

(c) g étant continue positive et strictement décroissante sur [e, +00[ donc par comparai-
son série-intégrale > g(n) converge.
3. (a) fétant décroissante sur [2, +00[, donc pour tout entier k > 2, on a pour ¢ € [k, k+1],

1 1
(k+1)In2(k+1) < tin(t)? < kin2(k) "

(b) En utilisant 'inégalité de droite et la relation de Chasles, on établit que : fn]il f(t)dt <

N 1
Zk:nJrl E(n(k))2 ‘
L’inégalité de gauche permet d’écrire :

al 1 = 1 L
k;ﬂ k(In(R))? ~ 2= (k+ D(n(k+ 1)) S /n t(in(1))?

. D’ou 'encadrement :
N N—-1 dt
o [
L. Z K(n(R)? H{in(0))?

En faisant tendre N vers 400, on obtient :

L +oof(t)dt<+§ ! </+°o i1
i+ D) Jon S 2 KR S ), tin®OF i)
Ainsi par encadrement, on prouve que Zk nt1 i %k))i’ o ln%n)
o

(¢) Du résultat précédent on peut écrire que :
1
Zk n+1 k(In(k))2 ~ 1

n? +oo Pin(n)

Up =

. 3 N ;.
(d) lim nzu, = lim ; =0doncu, = o (%) D’ou la convergence de la série
n—+00 n—+00 \Fn(") +o0 n2
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